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Models deterministes i models estocastics

Les lleis més senzilles de les ciencies donen el conjunt de condicions
sota les quals un cert esdeveniment d'interés succeeira:

» Si es compleixen les condicions S, aleshores succeeix
I'esdeveniment A. Diem que A és, amb relacié a S, un
esdeveniment determinista.

En canvi, un esdeveniment A que, sota un conjunt de condicions
S, a vegades succeeix i a vegades no, es diu que és (amb relacié a
S) un esdeveniment aleatori.

» La Teoria de la Probabilitat ens permet formular models
matematics estocastics dels fenomens aleatoris.
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Experiments aleatoris

Condicions que ha de complir un experiment aleatori:

» S’ha de poder repetir indefinidament (encara que sigui de
manera conceptual) sota les mateixes condicions.

» En cada repeticid el resultat és impredictible.
» El conjunt de tots els resultats possibles esta ben determinat.
» Quan I'experiment es repeteix, els resultats que s’'obtenen

defineixen un cert model de regularitat.

Un dels objectius de la Teoria de la Probabilitat és descriure i
precisar aquesta regularitat observada.




Estabilitzacié de les frequeéncies relativas

Per exemple, en llencar una moneda perfecta moltes vegades, la
fraccié de cares aparegudes és molt aproximadament 1/2.
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Diem que la frequencia relativa del nombre de cares tendeix a
estabilitzar-se cap al valor 1/2.

El concepte de probabilitat
Definicié classica. (Laplace, 1795)

La probabilitat P(A) d'un esdeveniment A es déna “a priori”:

PA) ="

on N és el nombre de resultats possibles de I'experiment aleatori i
N4 el nombre de resultats favorables a A.

» Les NV alternatives possibles han de se igualment versemblants.

» Probabilitat Combinatoria: calcular P(A) es redueix a
comptar.

Definicié classica

» Sovint, la hipotesi que les alternatives possibles sén igualment
versemblants esta ben fonamentada per |'experiéncia, o bé per
raonaments de simetria.

» La definicié es pot aplicar en moltes situacions, fins i tot si el
nombre d'alternatives és infinit.

Exemple: Una particula radioactiva s'emet aleatoriament
durant I'interval [0, T].

La probabilitat que la particula s’hagi emes durant
[l’l, l‘.'z] - [0/ T] val:
th — 1
T
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Definicié freqliencial. (Von Mises, 1936)

L'experiment aleatori es repeteix n vegades,

P(A) = lim ™4,
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on ny és el nombre de vegades que ha succeit A.

» El quocient na/n s’anomena freqiiéncia relativa de
I'esdeveniment A. La probabilitat s’interpreta com el valor
limit de la freqiiéncia relativa.

» Interpretacié: Si I'experiment aleatori es repeteix n vegades,
amb n gran, el nombre de vegades que succeira A sera
aproximadament n P(A).




Definicié axiomatica. (Kolmogorov, 1933)

P(A) és un niimero entre 0 i 1 que verifica els axiomes segiients:

(A1) Si Q és I'esdeveniment segur, llavors

P(Q) =1

(A2) Si Ai B sén esdeveniments que s'exclouen mutuament, i
AU B denota |'esdeveniment “succeeix A o B", aleshores

P(AU B) = P(A) + P(B)
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Espais de probabilitat

Espai de probabilitat: modelitzacié matematica d'un experiment
aleatori
=(Q,F,P)

» (2 espai mostral o conjunt de tots els resultats possibles.

» F: o-algebra dels esdeveniments. Cada esdeveniment és un
subconjunt de Q.

» P: funcié probabilitat.
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Probabilitat

La funcié probabilitat és una aplicacié
P:F—1]0,1]

A P(A)

que satisfa:

(a) P(Q) =
() 57 } P(AU B) = P(A) + P(B)

N A A LA, e F
(b) 1A,'?1Aj =0, i #j }:> P (U"'Zl A”) :ZnZI P(A,,)
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Propietats

(a) P

(b) AC B = P(A) < P(B)

c) P(AUB) =P(A) + P(B) - P(AN B)
(c)

(A) =1—P(A), P(®)=0

Inclusié-exclusié:
P(U A,-) = > P(A)- > PANA)+
i=1 1<i<n 1<i<j<n

> PAINANA) =+ (=1)" P(ANAN---NA)
1<i<j<k<n
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Espais de probabilitat discrets

» Q és un conjunt discret (finit o infinit numerable).

» Usualment es pren F = P(Q) (la familia de tots els
subconjunts de Q).

» P queda determinada per les probabilitats assignades als
resultats elementals w;:

pi=P({w}), > pi=1

w; €N
Si A cC Q, llavors

P(A) = Z pi

wi€A
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Férmula classica de Laplace

Quan Q és un conjunt finit,
igualment probables tenim:

Q| = n, i els resultats elementals sén

Per tant, si A C Q, |A| = k, aleshores
P(A)= ) pi= K
= pi = 0’
wi€A

on k és el nombre de resultats favorables a A i n és el nombre de
resultats possibles.
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Espais de probabilitat continus

» Si Q és un conjunt infinit no numerable és impossible assignar
una probabilitat a cada subconjunt de Q de forma consistent
amb els axiomes que defineixen P.

» F ha de ser una familia de subconjunts de 2 estrictament
més petita que P(Q).

» Per exemple, quan Q = R, F és normalment la o-algebra més
petita que conté als intervals (els seus elements s’anomenen
borelians).
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Probabilitats condicionades

Donat un esdeveniment B de probabilitat no nulla podem definir
en £ una nova mesura de probabilitat, la probabilitat condicionada
per B:

P(-| B): F — [0,1]
P(AN B)

A P(A|B) = 58]




Propietats

Es compleix:

v

0<P(A|B)<1

Si AN B =0, aleshores P(A | B) = 0.
Si B C A, aleshores P(A| B) =1

Si A1 N Ay =0, llavors

v

v

v

P(Al U A, | B) = P(Al | B) + P(A2 | B)
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Esdeveniments independents

» Dos esdeveniments A i B es diuen independents si

P(An B) =P(A)P(B)

» Si Ai B sén independents, aleshores P(A | B) = P(A).

» En general, diem que els esdeveniments Aj, Az, ..., A, sén
conjuntament independents si, per a cada | C {1,2,...,n}, es
compleix:

P (ﬂA,) =[P~
icl icl

Teorema de la Probabilitat Total

Una particié de Q és una collleccié d'esdeveniments

{A1,A2,..., A;...}, finita o infinita numerable, tal que:
(a) AINA =0sii+j

(b) UiAi=Q

Teorema

Sigui {A1, Az, ..., A;...} una particié de Q tal que P(A;) # 0 per
a tot i. Sigui A € F. Aleshores,

P(A) =) P(A| A) P(4)

i>1
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Férmula de Bayes

La Férmula de Bayes permet calcular probabilitats “a posteriori”.

Teorema

Sigui {A1, Az, ..., A;...} una particié de Q tal que P(A;) # 0 per
a tot i. Sigui A € F tal que P(A) # 0. Aleshores,

P(A| Ax) P(Ax)

PAA) = S PA| A) P(AY

k=1,2,...
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