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Notacio

¢ Final d’exemple.

DEM: Inici de demostracié.

& Final de demostracié.

u(x) Funcié de Heaviside. (1 six>01i0siz <0.)

d(x) Delta de Dirac (veure apéndix sobre distribucions).

(f * g)(x) Producte de convolucié.

f*(z) Conjugacié complexa.

) Espai mostral. (Possibles resultats d’un experiment aleatori.)

P(Q) Parts de . (Conjunt dels subconjunts de €2.)

F Algebra d’esdeveniments.

A, B,C, ... Esdeveniments. (Subconjunts de €2.)

P(A) Probabilitat de I’esdeveniment A.

P(A|B) Probabilitat de A condicionada a B (Es a dir, sabent que B s’ha produit.)
P(A i B),P(ANnB),P(A, B) Probabilitat que es verifiquin els esdeveniments A i B.
P(A o B), P(AU B) Probabilitat que es verifiqui algun dels esdeveniments A o B.

X,Y,Z,... Variable aleatories (En majuscules. Els valors numerics es posen en mindscula. Aixi,
per exemple, X < x és I'esdeveniment: la variable aleatoria X és menor que el nombre x.).

Fx(x) Funcié de distribucié de la variable aleatoria X.

fx(z) Funci6 de densitat de la variable aleatoria continua X.

Px (x) Funcié de probabilitat de la variable aleatoria discreta X.

E[X], X, mx Esperanca de la variable aleatoria X.

V[X], 0% Variancia de la variable aleatoria X.

ox Desviacié estandard de la variable aleatoria X.

Fxy (z,y) Funcié de distribucié conjunta de les variables aleatories X i Y.
fxy(z,y) Funcié de densitat conjunta de les variables aleatories X i Y.

fx(z|y) Funcié de densitat de la variable aleatoria X condicionada a Y = y. (De manera similar
tenim fy(y|).)



C[X,Y] Covariancia de les variables aleatories X i Y.
p Coeficient de correlacio.

H Entropia.

X(t),Y(t),Z(t),... Processos estocastics.

m(t) Funcié de valor mitja d’un procés estocastic.
R(t1,t2) Funcié d’autocorrelacié d’un procés estocastic.
C(t1,t2) Funcié d’autocovariancia d’un procés estocastic.
Pot(t) Poteéncia d'un procés estocastic.

mp Mitjana temporal d’un procés estocastic.

S(f) Espectre de poténcia d’un procés estocastic.

M Matriu de transicié d’una cadena de Markov.



Part 1

Teoria de la probabilitat i variables
aleatories unidimensionals



Capitol 1

Introduccio a la teoria de la
probabilitat

1.1 Experiment aleatori

Es un experiment £ que es pot repetir tantes vegades com es vulgui sempre en les mateixes condi-
cions. Cada repeticié de ’experiment s’anomena prova.

1.2 Espai mostral

Es el conjunt © dels possibles resultats d’un experiment aleatori £.

Exemple 1.1 & =“Tirar una moneda”, 2 = {o,+} on o vol dir que la moneda treu cara i + que
la moneda treu creu. A l'especificar aquest espai mostral estem dient quina informaci6 és part del
resultat i quins resultats es poden donar. Aixi no ens interessa la posicié a la taula de la moneda i
també estem dient que no pot ser que la moneda quedi “de costat” sense mostrar cara o creu. ¢

Exemple 1.2 £ =“Tirar una moneda dues vegades”, ) = {co, o+, 4o, ++}. ¢
Exemple 1.3 £ =“Tirar un dau”, Q = {1,2,3,4,5,6}.4¢

Exemple 1.4 L’espai mostral és el que determina clarament la informacié que extraiem de 1’ex-
periment. Si, per exemple, £ =“Tirar dos daus” hem d’especificar si podem distingir els dos daus
una vegada tirats amb el que I'espai mostral és Q; = {(a,b) | 1 < a,b < 6} que té 62 = 36 elements
o si els daus son indistingibles i tenim Q9 = {{a,b} | 1 < a,b < 6} que té 21 elements (els 6 amb
a = b més (g) = 15 amb a # b). Es a dir, en el segon cas no podem distingir, per exemple, les
configuracions (1,2) 1 (2,1).4

1.3 Esdeveniment aleatori

Donat un experiment £ un esdeveniment aleatori és una proposici6 logica S tal que a I’efectuar una
prova de £ podem determinar la seva veritat o falsedat. Considerem S = {conjunt d’esdeveniments
S}. Podem identificar un esdeveniment S amb el subconjunt de €2 format pels elements que fan
que S sigui cert. D’aquesta manera identifiquem S = P(Q2). Per exemple, £ =“Tirar un dau”,
S =“Que surti parell”= {2,4,6}. Com es veu cometrem ’abts de llenguatge de fer servir el mateix
nom per la proposicié i el subconjunt.



Aquesta identificacié ens mou isomorficament entre 1’algebra de Boole de les proposicions
logiques (i, o, no) i lalgebra de Boole dels conjunts (unid, intersecci, complementari). Les equi-
valéncies es resumeixen en la segiient taula (veure 'apendix A):

disjuncié RoS || RUS unié
conjuncié RiS || RNS interseccid
negacié no R || Q© — R | complementari
implicaci6 | R— S || RCS inclusié
equivalencia | R« S || R=S igualtat

El complementari Q— A el denotarem A. L’esdeveniment () és sempre fals. S’anomena esdeveni-
ment impossible i es pot pensar com AN A, és a dir “A i no A” (contradiccié). L’esdeveniment
) és sempre cert. S’anomena esdeveniment segur i es pot pensar com AU A, és a dir “A o no
A” (tautologia).

Exemple 1.5 En I’experiment de I’exemple 1.2 considerem ’esdeveniment A = “surt alguna cara”.
Llavors A = {oo, o+, +0}. El seu complementari és A = “no surt ninguna cara” = {++}.

Si B = “surt alguna creu”, llavors B = {++, 0+, +o0}. “surt alguna cara i alguna creu” és
AN B = {o+,40}. “surt alguna cara o alguna creu” és AU B = Q, ’esdeveniment segur. ¢

1.4 Algebra d’esdeveniments

Es una familia F no buida de subconjunts de €2 tancada per la unié i el complementari. Es a dir,
F C P(R) verificant:

(1) F#90,
(2) si A€ F llavors A € F,
(3) si A,B € F llavors AUB € F.

D’aqui es desprenen les segiients propietats:

(4) 0,Q¢e F,
(5) si A,B € F llavors ANB € F.
DEM:
(4) Per (1) existeix A € F. Per (2) A€ F. Per (3) Q=AUACF.Per (2)0=Q¢c F.

(5) Siguin A, B € F i recordem la propietat de les operacions entre conjunts AN B = AU B. Llavors AN B =
AUBecF. &



Un exemple trivial d’algebra d’esdeveniments és considerar tot el conjunt P(Q2). A vegades
ens interessara treballar amb conjunts més petits d’esdeveniments, ja sigui perque només volem
considerar uns esdeveniments determinats o perqué no podem assignar probabilitats quan P(Q2) és
molt complicat (cas continu). El que demanem és que el conjunt considerat sigui tancat sota les
operacions logiques 7, o i no. Dit d’una altra manera, a 'igual que P(€2), F ha de ser una algebra
de Boole amb la unid, la interseccié i el complementari.

Exemple 1.6 En I'experiment “Tirar un dau” Q = {1,2,3,4,5,6}. P(Q) té 26 = 64 elements.
Es facil comprovar que F = {0, Q, {2,4,6},{1,3,5}} és una algebra d’esdeveniments. Per tant els
Unics esdeveniments no trivials que considerem sén “surt parell” i “surt senar”. Aixi podem, per
exemple, simular un experiment amb dos resultats equiprobables com el de tirar una moneda.4

La propietat (3) s’estén per induccié a la unié d’un nombre finit qualsevol d’esdeveniments. A
vegades convé considerar unions numerables d’esdeveniments. En aquest cas diem que F és una
o-algebra si en lloc de (3) es verifica

(3’) si A; € F, i € N llavors UAZ- eF.

1€EN

La propietat (5) passa a (5°) posant interseccions numerables. Obviament, tota o-algebra és
una algebra pero no a la inversa.

1.5 Espai de probabilitat

Es una terna (Q, F, P) on  és un conjunt, F una algebra (o o-algebra) de 2 i P una funcié
probabilitat. Es a dir, P : 7 — R verificant:

(1) P(Q) =1,
(2) P(A) >0 per atot A€ F,
(3) si A,Be FiAnNB={llavors P(AUB) = P(A) + P(B).
El parell (2, F) s’anomena espai probabilitzable. P és una mesura (3) positiva (2) i nor-

malitzada (1). Quan AN B = () diem que A i B sén esdeveniments incompatibles. En el cas
que F sigui una o-algebra substituim (3) per

)siAd; e F,ieNiA;NA; =0 per atot i # j llavors P A | = P(A4;
j
iEN i=1

on el sumatori s’entén com una seérie de nombres reals positius. Les propietats (3) i (3’) s’anomenen
additivitat i o-additivitat respectivament.

Com a conseqiiéncia dels axiomes (1), (2) i (3) deduim les segiients propietats:

=
I
—

P(

P( — P(A) per atot A € F,

P(A) <1peratot AcF,

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) per atot A,Be F.

10



DEM:

(4) Tenim que PUD =01 @N @G = (. Utilitzant (3) P(@) = P(OUP) = P(D) + P(D) d’on surt (4).

(5) Com ANA =0, P(A)+ P(A) = P(AUA) = P(Q) = 1.

(6) P(A)=1— P(A) <1 degut a (2).

(7) Considerem les descomposicions en parts disjuntes AU B = AU (BN A), B=(BNA)U(BNA). Daqui
P(AUB) = P(A)+P(BNA)iP(B)=P(BNA)+P(BNA). Restant les dues igualtats trobem P(AU B) —
P(B) = P(A)— P(BN A) que és (7).

(7) Segons I’anterior unié disjunta B = (BNA)U(BNA) = AU(BNA). Llavors P(B) = P(A)+P(BNA) > P(A).

&

1.6 Espais de probabilitat discrets

Considerem 2 = {wq,wy, . ..,wy,} finit. Anomenem esdeveniments elementals als de la forma {w;},
n

i=1,...,nidenotem p; = P({w;}). Aquests nombres verifiquen 0 < p; < 1. Com Q = U{wl} iels
i=1

n
esdeveniments elementals sén disjunts, Z p; = 1. Les probabilitats elementals p; determinen la de

i=1
T

T
qualsevol esdeveniment. En efecte, si A = {w;,, ..., w;, } llavors P(A) = P (U {wlk}> = Zpik.
k=1 k=1
Encara que en aquest context és inevitable dir que p; és la probabilitat del resultat w;, s’ha
de tenir en compte que les probabilitats sén sempre d’esdeveniments (subconjunts de 2.) No
és correcte assignar les probabilitats als elements de € i, si es fa, s’ha de tenir ben clar que la
probabilitat de I’element w; vol dir la de I’esdeveniment {w;}.

1.
Un cas corrent és quan tots els esdeveniments elementals sén equiprobables amb p;, = — Vi.
n

. , . r ., T .
Llavors, si A és un esdeveniment de r elements P(A) = —. L’expressi6 — s’acostuma a llegir

“nombre de casos favorables dividit pel nombre de casos possibles”. La sitl?acié d’esdeveniments
elementals equiprobables sol anar associada a alguna simetria de ’experiment com en el cas de
tirar una moneda o un dau simetrics. Tenim doncs en aquest cas la férmula classica de les
probabilitats. En un espai finit on tots els resultats sén equiprobables:

|A]  “nombre de casos favorables”
P(A) === . 1.1
(4) | “nombre de casos possibles” (1.1)

Exemple 1.7 En 'experiment “Tirar dos daus” de I’exemple 1.4 quina és la probabilitat que la
suma valgui 67 Utilitzant £2; tots els esdeveniments sén equiprobables amb probabilitat %. Com
A={(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)} és P(A) = ;’—6. Amb Qo, A ={{1,5},{2,4},{3,3}}. Sembla-
ria que ara P(A) = 23—1, diferent de l'anterior resultat. Pero en {2y els esdeveniments elementals no
sén equiprobables ja que els parells diferents tenen probabilitat doble que els repetits. En efecte,
si identifiquem els daus com Dy, Dy, el resultat {a,a} correspon només a D1 = a, Dy = a, fet que
té probabilitat -=, mentre que el resultat {a,b} amb a # b correspon a Dy = a, Dy = b o D = b,

36°
Dy = a, fet que té probabilitat % + 31—6 = %. Ara hem de fer P(A) = % + % + 31—6 = %.0

Exemple 1.8 D’una baralla de 52 cartes (4 pals, 13 ntimeros) s’extreuen dues cartes sense reem-
placament. Quina és la probabilitat que surtin amb el mateix nimero?

El resultat de l’experiment és el parell de cartes obtingut (el considerem sense ordenacid).
Qualsevol parell té la mateixa probabilitat. El nombre de casos possibles sén les maneres no

11



ordenades de treure dues cartes diferents d’un total de 52: (522). El nombre de casos favorables sén
les maneres no ordenades de treure dues cartes amb el mateix nimero. Tenim 13 nimeros i per
cada nimero hem de triar dos pals dels quatre existents, cosa que podem fer de (g) maneres. Aixi
els casos favorables son 13(3) i

4
13(, )
1
2 8 — =0,06. ¢

P(mateix ntimero) = (52 = 356 = 10
)

Si  té un nombre infinit numerable d’elements val el mateix que en el cas finit considerant les
sumes com a seéries quan els esdeveniments no siguin finits. Notem que en aquest cas no es pot
donar la situacié d’esdeveniments elementals equiprobables ja que d’aquests n’hi ha infinits.

Exemple 1.9 Tirem una moneda repetidament fins que surt cara. Quina és la probabilitat que
necessitem més de 5 tirades? Tenim que Q = { o, 4o, ++o0, +++o, ...}. La probabilitat d’una
configuracié de cares i creus donada en una serie de n tirades és 2% Comprovem que les probabilitats
12

1-1/2

e e}
1
elementals sumen 1: g on = 1. La probabilitat que volem calcular és P(n > 5) =
n=1

1 11 1
2y rly
=

n=>6

1.7 Espais de probabilitat continus

Considerem €2 amb cardinal infinit no numerable. Per exemple, quan 2 = R o de manera més
general quan () és un subconjunt de R™. Per poder definir funcions probabilitat cal considerar una
o-algebra apropiada. En el cas de R definim B com la o-algebra generada per tots els intervals de
la forma [a, b] fent complementaris i unions numerables. B s’anomena o-algebra de Borel i els
seus elements borelians.

B conté intervals oberts, semirectes tancades i obertes, punts, conjunts numerables de punts,
etc. Per exemple [a, o) = Upenla, a + n|, (a,b) = Upenla + %, b— %] Per tant, si seleccionem un
nombre real X a 'atzar té sentit plantejar P(a < X < b), P(X és racional), etc.

El cas de R" es tracta de manera similar generant la o-algebra B,, a partir dels conjunts de la
forma [aq, b1] X [ag, ba] X « -+ X [an, by].

El significat precis d’algebra generada per una familia C de subconjunts és el seglient. Es facil
demostrar que la interseccié de dues algebres és una algebra. La interseccié de totes les algebres
que contenen C ens dona 1’algebra més petita F que conté C. F s’anomena algebra generada per C.

ﬂ%efp

Figura 1.1: Obtencié d’un borelia (figura ovalada) a R? com unié numerable de rectangles.
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1.8 Esdeveniments independents

Diem que dos esdeveniments A i B s6n independents si P(AN B) = P(A)P(B).

En la practica, solem saber que els esdeveniments sén independents degut a la mecanica que els
genera i utilitzem la relacié anterior per calcular probabilitats. Per exemple, al tirar dos daus, el
resultat d’un d’ells és independent del de I'altre. Aixi, P(“primer dau parell i segon dau = 2”) =
P(“primer dau parell”) P(“segon dau = 2”) = 5.

La definicié s’extén de manera recursiva: n esdeveniments Aq, Ag, -+, Ay, on n > 2 soén inde-
pendents si:

(1) P(AlﬂAgﬂﬂAn) :P(Al)P(Ag)P(An),

(ii) Per a tot 2 < k < n, qualsevol eleccié de k dels n esdeveniments és independent.

Per exemple, A, B,C s6n independents si P(AN BNC) = P(A)P(B)P(C), P(ANB) =
P(A)P(B), P(ANC) =P(A)P(C)i P(BNC) = P(B)P(C). Aixi, la independéncia de més de
dos esdeveniments correspon a la factoritzacio total i, en general, no equival a la independencia
d’aquests esdeveniments dos a dos.

1.9 Probabilitat condicionada

El fet de tenir alguna informacié sobre el resultat d’un experiment modifica les probabilitats. Al
tirar un dau, P(1) = %. Ara bé, si sabem que el resultat ha estat parell, aquesta probabilitat seria
0 i si sabem que el resultat ha estat senar, aquesta probabilitat seria %

Donats dos esdeveniments A i B amb P(B) # 0, la probabilitat de A condicionada a que s’ha

verificat B és
P(AN B)

P(B)
En el cas que A i B siguin independents tenim que P(A|B) = P(A).

P(A|B) = (1.2)

A vegades és més facil coneixer la probabilitat condicionada i utilitzar-la per calcular P(ANB) =
P(A|B)P(B). Es a dir, per que passin A i B ha de passar B i, sabent que ha passat B, ha de
passar A.

Les probabilitats condicionades verifiquen les propietats de les probabilitats ordinaries. Per
exemple, P(A|B) =1— P(A|B).

El fet de condicionar es pot veure com una reduccié de l’espai mostral. Al saber que s’ha produit
I’esdeveniment B restem en una situacié on ’espai mostral passa de ser el conjunt €2 a un de més
petit B. Aixi, qualsevol esdeveniment A queda reduit, en a aquest nou espai, a A N B. El factor
% en (1.2) és una constant que normalitza les probabilitats en aquest nou espai (de la mateixa
manera que P(2) =1 tenim que P(B|B) =1).

Quan es compara amb P(A| B), la probabilitat P(A) s’anomena probabilitat a priori, és a
dir, abans de saber si B és cert o fals.

Exemple 1.10 La pellicula “Missi6é improbable” va ser vista pel 3% dels barcelonins mentre que
la segona part “Missié improbable II” ho va ser pel 2%. Sabem que el 60% dels que van veure la
segona part havien vist la primera. Quina és la probabilitat que una persona triada a I'atzar hagi
vist les dues pellicules? I si sabem que aquesta persona ha vist la primera part? I si sabem que
aquesta persona n’ha vist alguna?

Denotem Aq, Ao els esdeveniments corresponents a que aquesta persona hagi vist la primera i
segona part de la pellicula. Llavors P(A; N Ag) = P(A;]A2)P(As2) = 0,6-0,02 = 0,012.
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El segon cas és P(A2| A1) = % = g—ég =0,4.

El tercer cas és P(A1 N Ay A1 U Ay) = P((Alg?jl)B%UAZ)) = igﬁgﬁzg. Com que P(A; U Ay) =

P(A1)+P(A3)—P(A1NA2) = 0,03+0,02—0,012 = 0,038, és P(AjNAs| A1UAs) = 3322 = 0,3157.4

1.10 Foérmula de la probabilitat total

Considerem Aq, As, ..., A, una particié de Q. Es a dir, A; € F,i=1,...,n, U A =Q, AiNA; =
i=1
0Vi#j.

Llavors, per a tot esdeveniment B:

3

P(B) = Y P(B| Av)P(Ay). (13)
k=1

DEM: B = BNQ = BN(A1UAsU---UA,) = (BNA1)U(BNA2)U- - -U(BNAy). Alser els esdeveniments BN A;

incompatibles P(B) = P(BN A1) + P(BNAz)+---+ P(BNAn) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) +--- + P(B|
An)P(An). &

Exemple 1.11 Una malaltia afecta 1’1% de la poblacié. Disposem d’un test que té una probabilitat
0,05 de donar un fals negatiu i 0,02 de donar un fals positiu. Es tria una persona a ’atzar i se li fa
el test. Quina és la probabilitat que el test doni positiu.

Considerem els esdeveniments M = “persona malalta”, Tp = “test positiu”, Tp = In =
“test negatiu”. Tenim: P(M) = 0,01, P(M) = 0,99, P(Tn|M) = 0,05 (fals negatiu), P(Tp|M) =
0,02 (fals positiu). Llavors, podem considerar la particié donada per M i M:

P(Tp) = P(Tp|M)P(M) + P(Tp| M)P(M) = (1 —0,05) - 0,01 + 0,02 - 0,99 = 0,0293.4

1.11 Teorema de Bayes

Considerem Ajp, Ao, ..., A, una particié de €2. Llavors val la formula de Bayes

P(B|A;)P(A;)

P(Ai|B) = — :
> P(B| Ax)P(Ay)
k=1

(1.4)

DEM: Com la intersecci6 és commutativa (P(4;NB) = P(BNA;)) tenim que P(A;|B)P(B) = P(B|A;)P(A;)
d’on trobem P(A;|B) = % que en el cas que coneguem P(B) és pot utilitzar directament. Si no, expressem
P(B) a partir de (1.3). &

Exemple 1.12 Seguint amb I'exemple 1.11. Una persona triada a 1’atzar déna positiu en el test.
Quina és la probabilitat que estigui malalta?

P(M|Tp) = P(Tp|M)P(M) ~ (1-0,05)-0,01
Y P(Tp|M)P(M) + P(Tp | M)P(M) 00293

0,32.
Es una probabilitat baixa degut a 1’efecte dels falsos positius. ¢

Exemple 1.13 Tenim 6 urnes Uy, k =1, - -, 6 contenint Uy k boles blanques i 6 — k boles negres.
Es tira un dau i s’extreu una bola a I’atzar de la urna corresponent al resultat del dau. Si la bola
és blanca, quina és la probabilitat que el dau hagués tret 37
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Indiquem per D el resultat del dau i B I'esdeveniment “extreure bola blanca”. Llavors

31
p(p—3p)- LBID=9PD=3) _ 66 _ : —1e
B -8 S S 1 142+43+445+46 T
P(B|D=k)P(D=k ==
; (B] )B( ) ;6 5

1.12 Espai producte. Proves repetides

Suposem que fem dos experiments independents £; i £&. Podem dir també que hem fet un experi-
ment &£ el resultat del qual consta dels resultats de cada experiment i escrivim & = &; x &. Si els
dos experiments tenen associades estructures d’espai de probabilitat amb espais mostrals 2 1 Q9
i funcions probabilitat P; 1 P, I’experiment £ té associat ’espai producte cartesia 2 = Q1 x Q.
Per esdeveniments de la forma A = A; X A tenim P(A) = Pi(A1)P2(A2) ja que els experiments
11 2 so6n independents. Com aquest tipus d’esdeveniments donen tots els possibles fent unions i
complementaris, queda determinada la probabilitat P per £ (estem considerant que ’algebra d’es-
deveniments en {2 esta generada a partir dels productes cartesians d’elements de les algebres de €24
iQo).

Aix0 ho podem estendre al cas de n experiments. En particular podem considerar que cada
experiment consisteix en una prova d’un experiment £. Kl resultat de les n proves constitueix
Pexperiment E" = € x -+ - x € (n vegades).

Exemple 1.14 Tirem un dau 10 vegades. Quina és la probabilitat d’obtenir el mateix resultat en

tots?

De manera trivial, tenim 6'° resultats possibles i 6 resultats favorables, d’on P = 6/6'° = 1/6°.
A continuacié anem a reconstruir aquest resultat fent visible el formalisme d’espai producte.

L’esdeveniment no és producte cartesia d’esdeveniments individuals pero si A =“mateix resultat

6
en tots” 1 A; =“tots donen i” ¢ = 1,...,6 tenim que A = U Ajique A; = {i} x---x{i}. Aixisi P

i=1
6
és la probabilitat d'un resultat en una prova llavors P(A;) = P (i)!? = ﬁ i P(A) = Z P(A;) =
i=1
1 1
Exemple 1.15 En lanterior experiment, calcular les probabilitats dels esdeveniments A = “No

surt cap 1”7 i B = “Surt algun 1”.

En el cas de A 'esdeveniment equival a que en cada tirada del dau surti un resultat diferent de
1. Aix0 té probabilitat %, aixi que P(A) = (%)10 = 0,1615.

En el cas de B convé passar al complementari. P(B) =1 — P(“No surt cap 17) =1 — (%)10 =

0,8385.

Aquest és un esquema molt habitual en probabilitat. Si denominem D; el resultat de 1i-
esima tirada del dau i R; és 'esdeveniment D; =1: A = M;R; i B = U; R;. Ateés que els R; sén
independents, la probabilitat de A surt directament P(A) = II;(1 — P(R;)). La probabilitat de B
feta directament requeriria un s complicat de la propietat d’aditivitat. Es molt més simple tenir
en compte que el complementari de la unié és interseccié de complementaris: B = U;R; = M; R;

d'on P(B) =1— P(B) =1-1LP(R;) =1—1L;(1 — P(R;)). 4

15



1.13 Significat de la probabilitat

Fins ara hem descrit la probabilitat de forma axiomatica. Un espai de probabilitat és essencialment
una estructura matematica que ens assigna una mesura a un conjunt de proposicions logiques. Per
veure el significat que té aquesta mesura en un experiment real cal fer unes consideracions previes.

1.13.1 Determinisme i aleatorietat
Distingim dos tipus de processos fisics o naturals.

e Deterministes. Les condicions del sistema determinen completament el seu comportament.
Si repetim 'experiment en les mateixes condicions sempre obtenim el mateix resultat. Per

exemple, mesurar amb quina velocitat arriba a terra una pedra deixada caure des de 1m
d’algada.

e Aleatoris. Fixades les condicions, el sistema admet més d’un comportament possible. Al
repetir ’experiment anem obtenint resultats diferents. Per exemple, tirar un dau.

En Panterior classificacié els fenomens aleatoris no sén simplement aquells que no sén determi-
nistes sind que s’entén que en un experiment aleatori no hi ha una “voluntat externa” controlant
quins resultats es van produint, de manera que aquesta “innocencia” en els resultats s’acaba traduint
en regularitat estadistica. Tenim, doncs, dues maneres d’entendre el moén (causalitat determinista i
regularitat estadistica) pero no podem excloure’n d’altres (per exemple, en altres eépoques o ambits
culturals, el pensament magic basat en 1’analogia).

En quina categoria cauen els fenomens reals? De fet no ho sabem. Les descripcions fisiques
fonamentals sén deterministes ja que les mecaniques newtoniana, relativista o quantica estan regides
per equacions diferencials amb el que les condicions inicials determinen univocament 1’evolucié del
sistema. Per molts cientifics el determinisme és una propietat que una descripcié matematica
fonamental de la natura hauria de contenir. Per una altra part, les descripcions fisiques sempre sén
aproximades i tenen un caracter provisional fins que n’aparegui una de millor. Es podria discutir
també que vol dir “les mateixes condicions” ja que l’estat de 'univers no és mai el mateix. En
general entenem que el resultat d’un experiment és afectat només per ’entorn immediat i podem
negligir I’efecte dels objectes llunyans.

L’aleatorietat a nivell fonamental apareix en el problema de la mesura en mecanica quantica.
Les funcions d’ona evolucionen de manera determinista pero la interpretacié dels valors numerics
d’aquesta funcié d’ona donen lloc a les probabilitats d’obtenir diferents resultats als mesurar mag-
nituds fisiques. El fet que la mesura no segueixi el patré determinista de la teoria basica obre un
problema que encara no s’ha tancat (és famosa la oposicié que Einstein sempre va tenir a aquesta
interpretacio si bé aquesta s’ha mantingut fins ara i els resultats experimentals no avalen de moment
cap interpretacié alternativa).

1.13.2 Complexitat i pseudoaleatorietat

En Dl'ordre practic podem deixar de banda les qiiestions filosofiques ja que al marge de que la
mecanica subjacent sigui determinista o no mols fenomens reals presenten un caracter clarament
aleatori. Un cas en que passa aix0 és quan el sistema és molt complex. En aquests casos sera
impossible disposar d’informacié completa sobre el sistema i haurem de recérrer a informacié de
tipus estadistic. Per exemple, pels sistemes macroscopics formats per molts atoms o molecules és
impossible resoldre o tractar minimament les equacions del moviment. Si en lloc d’aix0 associem
probabilitats als diferents estats del sistema arribem a una descripcié satisfactoria (mecanica es-
tadistica). Parametres com la temperatura o I’entropia es poden interpretar llavors com variables
que caracteritzen les funcions de probabilitat del sistema.
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Per entendre com un sistema determinista pot aparentar un comportament aleatori pensem el
segiient experiment. Tenim una taula inclinada en la que posem un objecte en un punt determinat
(condicid6 inicial) i el deixem caure. Si la taula és llisa I'objecte baixara seguint una linia recta. Es
trivial predir per on caura si coneixem la seva posicié inicial. Aixo és el que entenem en la practica
per sistema determinista: aquell en que la condicié inicial no només determina el comportament
sind que la relacié condici6 inicial-comportament és prou senzilla.

Suposem ara que la taula no és llisa sin6 que esta plena de petits obstacles que desvien 'objecte
al caure. Ara les trajectories de caiguda sén completament irregulars i és molt dificil predir el
punt d’arribada a partir del punt de sortida. Notem que el sistema és encara determinista ja
que l'objecte segueix trajectories regides per les equacions de Newton pero la complexitat del
seu comportament fa més adequat considerar-lo com aleatori i descriure’l probabilisticament. Els
sistemes d’aquesta mena s’anomenen pseudoaleatoris. Una tirada d’un dau n’és clarament un
exemple ja que qualsevol variacié per petita que sigui de les condicions inicials pot canviar el
resultat.

Un altre exemple d’experiment pseudoaleatori és anar considerant com a resultats de I'experi-
ment els successius digits decimals d’un nombre real entre 0 i 1. Si el nombre que els genera és,
diguem, % no tardarem en endevinar quin és ja que la regla que els va formant és molt simple. Pero
si ho fem amb el nombre 7 o e, tot i que existeix una regla generadora (per tant, determinista), la
successi6 tindra aparenca purament aleatoria degut a la complexitat d’aquesta regla. Aquesta és la
base de la generacié de nombres “aleatoris” per part dels ordinadors que sén sistemes absolutament

deterministes.

Aquestes consideracions esdevenen més fonamentals en el que s’anomena teoria del caos. Un
aspecte basic n’és la sensibilitat a les condicions inicials. Els sistemes es descriuen amb un
conjunt de variables de manera que fixant un valor inicial en cert instant per aquestes variables
I’equacio6 diferencial del sistema déna ’evolucié temporal per tot instant posterior. Intuitivament,
semblaria que hem de tenir continuitat respecte aquestes condicions inicials, en el sentit que si
passat cert temps s’arriba a cert resultat, existira un entorn dels valors inicials que correspongui al
mateix resultat. Per una amplia classe de sistemes aix0 no és aixi, tot entorn per petit que sigui
de la condicié inicial conté punts on el resultat final difereix. Aixi és impossible fixar amb prou
precisio la condicié inicial per assegurar un resultat donat. Aquest és I’efecte papallona. El fet que
I'atmosfera terrestre sigui un sistema d’aquests vol dir que una petita variacié com la produida pel
moviment de les ales d’una papallona en un lloc del planeta pot acabar donant lloc a una catastrofe
atmosferica en ’altre extrem del planeta. Aix0 ho veiem més clarament en la dificultat en fer
prediccions meteorologiques.

A nivell fonamental resulta que els sistemes amb sensibilitat a les condicions inicials requereixen
un tractament probabilistic, no ja com tractament practic o aproximat sino perque matematicament
és la tinica manera de fer-ho.

1.13.3 Interpretacié freqiiencial de la probabilitat

Existeixen moltes interpretacions de la probabilitat perd hi ha un acord molt general sobre la
validesa de I'axiomatica que hem presentat (axiomatica de Kolmogoroff, 1933). La interpretacié
dominant és la que s’anomena freqiientista o frequiencial.

Considerem un experiment (pseudo)aleatori i sigui A un enunciat logic referit al resultat de
I'experiment. Repetim N vegades el procés i A es verifica Ny vegades. Definim la freqiiéncia
relativa de A com f4 = %. Llavors esperem que

lim —= = Py (1.5)

on P4 és una constant que correspon a la probabilitat de A. S’ha d’entendre que el limit anterior
no té cap sentit matematic. L’expressio diu que si fem moltes vegades ’experiment la freqiiencia
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fa hauria de prendre valors molt propers a P4 que ve fixada per les condicions de ’experiment. Si
volem axiomatitzar la probabilitat, li demanarem que tingui les propietats que tenen les freqiiencies
relatives. De manera evident

(1) 0<fa<l,jaque0< Ny <N,
(2) fﬂzlvjaqueNQ:Nv

(3) si A, B s6n incompatibles faup = fa + fB, ja que Naup = N4 + Np.

Aquestes propietats sén precisament els axiomes que hem exigit a la funcié probabilitat. La
consistencia d’aquest punt de vista és precisament la regularitat estadistica que mencionavem al
definir els fenomens aleatoris.

1.13.4 Probabilitat subjectiva

Finalment, cal tenir en compte les limitacions practiques en 1'us de probabilitats. No s’ha de
confondre el fet que un procés sigui aleatori amb que tinguem incertesa total sobre el seu resultat.
Quan tirem una moneda el resultat és incert pero sabem que cada resultat té probabilitat % A vega-
des el resultat d’un procés és incert i a més a més no tenim cap informacié que ens permeti assignar
probabilitats als possibles resultats. Seria incorrecte assignar probabilitats % a un experiment amb
dos resultats possibles pel fet que no sapiguem res sobre les seves circumstancies. Quan la falta
d’informaci6 sobre el sistema es pot suplir amb un tractament probabilistic és per que aquest
sistema té propietats que ho fan possible.

La definicié d’experiment aleatori exigeix la possibilitat de repetir I’experiment un gran nombre
de vegades sense variar les condicions. Es perillés assignar probabilitats quan és impossible o molt
dificil repetir ’experiment en identiques condicions. Per exemple, el resultat d’un partit de futbol
o I’exit o fracas d’una missié espacial. En aquests casos les estimacions probabilistiques tenen un
fort component subjectiu que fa que manquin de sentit.

Les anteriors limitacions es poden superar des d’una interpretacié més oberta de la probabilitat.
El punt de partida és adonar-se que tota probabilitat és una probabilitat condicionada (en el cas
general P(A) = P(A|)). Llavors la probabilitat de I’esdeveniment A és P(A | B), una funcié
de la informacié que tenim, B. La probabilitat passa a tenir un significat subjectiu i la distincié
entre fenomens deterministes i aleatoris esdevé irrellevant. Ara no cal que I'experiment es pugui
repetir i el nombre P(A|B) correspon, no a una freqiiéncia siné al grau de certesa que tenim en que
es verifiqui ’esdeveniment A. L’estadistica feta des d’aquesta perspectiva s’anomena estadistica
bayesiana. La férmula de Bayes s’interpreta com la manera en que es reajusten les probabilitats
quan adquirim cert coneixement, passant de les probabilitats a priori (P(A;)) a les probabilitats
a posteriori (P(A;|B)). Notem que en el cas mencionat al principi d’incertesa total la perspectiva
bayesiana implica 'equiprobabilitat. La dificultat en 1'is de l’enfoc subjectiu esta en avaluar
correctament quina informacié tenim. Si no, és facil caure en un enfoc psicologic que conduiria a
resultats incorrectes (en el cas de comprar un nimero de loteria, des del punt de vista subjectiu la
informaci6 que tenim ens fa assignar la mateixa probabilitat a tots els nimeros mentre que des d’un
punt de vista psicologic tendim a assignar probabilitats més grans a certs nombres que a d’altres.
Per exemple, ens sembla més probable el 25.347 que el 33.333).

Si bé la interpretacié més estesa és la freqiientista, I’estadistica bayesiana té el seu camp d’apli-
cacié i seguidors en arees com 1’economia, I’avaluacioé de riscos, la politica, etc. A efectes d’aplicacio
en ’enginyeria insistirem en la interpretacié freqiiencial ja que incorpora la idea de costrast exper-
imental de les dades a través del mostreig estadistic.
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Capitol 2

Variables aleatories

2.1 Variable aleatoria

Considerem el conjunt R. Ja s’ha descrit la o-algebra B dels borelians. En lloc de generar-la amb
els intervals tancats com s’havia vist, la podem generar de manera equivalent amb les semirectes
(—00,al, a € R a través també d’unions numerables i complementaris.

Donat (2, F) espai probabilitzable, F o-algebra, diem que f : ) — R és mesurable si
f~YH(A) € F VA € B. Es a dir, les antiimatges d’esdeveniments a R (borelians) sén esdeveni-
ments de F.

Una variable aleatoria és una aplicacié X :2 — R mesurable.

Essencialment, una variable aleatoria (VA ) consisteix en assignar valors reals als resultats d’un
experiment. Com, de manera natural, aquests resultats ja sén moltes vegades expressats com a
nombres reals es tendeix a confondre €2 amb la seva imatge sota ’aplicacié X.

Exemple 2.1 £ =“Tirar una moneda”, Q = {cara, creu}. X (cara)=1, X (creu)=0.4
Exemple 2.2 £ =“Tirar un dau”, Q = {1,2,3,4,5,6}. X(n) =n,peran=1,...,6.4¢

Exemple 2.3 £ =“Tirar dos daus”, Q@ = {(a,b) | 1 < a,b <6}. X(a,b) =a+b, és a dir, X val la
suma dels valors dels dos daus. 4

Exemple 2.4 £ =“Tirar quatre monedes”, X és el nombre de cares obtingudes. Aquesta variable
pot prendre valors 0,1,2,3,4.4

Exemple 2.5 £ =“Triar un instant del dia a latzar”, Q = [0,24). X (t) = ¢, Vt € Q.4

Exemple 2.6 Per un experiment donat hi ha infinitat de variables aleatories. Per exemple, en
Pexperiment anterior X (t) = 0si 0 <t <121 X(¢) =1 si 12 <t < 24 és una altra variable. Una
altra variable és X (t) = 1, Vt (variable aleatoria constant).4

Les variables aleatories son els objectes que utilitzem quan fem un tractament probabilistic
d’una situacié real. En els casos practics ’espai mostral 2 pot tenir una enorme complexitat els
detalls de la qual desconeixem. Degut a aix0, les variables aleatories rarament apareixen en forma
funcional explicita X (w). Aix0 no sera important perque podrem respondre a preguntes sobre els
valors que pren X a partir de funcions que caracteritzen la variable. Es convenient, perd, no perdre
de vista l'estructura global (X :Q2 — R) per evitar confusions i entendre bé els problemes.

Si tenim una probabilitat P definida a 2, per a cada borelia A definim Px(A) = P(X~1(A)).
Aixi tenim una funcié probabilitat Px sobre el conjunt R. Px(A) és la probabilitat que en fer
Pexperiment el valor obtingut de X pertanyi al conjunt A, és a dir, P(X € A).
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Com és suficient coneixer les probabilitats dels generadors de ’algebra d’esdeveniments, estarem
interessats en Px((—oo,z]) = P(X € (—o0,z]) = P(X < z). En el que segueix ometrem, si no hi
ha confusié possible, el subindex X en Px.

2.2 Funcio6 de distribucid

Donat un espai de probabilitat (Q , F, P) amb variable aleatoria X definim la funcié de dis-
tribucié com

Fx(z) = P(X < x). (2.1)
Es, per tant, la probabilitat de I'interval (—o0, x]. Si coneixem la funcié Fx, tenim les probabilitats
dels generadors de I’algebra B i, per tant, queden determinades totes les probabilitats. En aquest
sentit, F'x caracteritza completament la variable aleatoria X.

Immediatament trobem que donats a < b
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a), (2.2)
ja due Fx(b) = P((~00,b)) = P((~o0,a] U (a,b]) = P((~o0,a]) + P((a ) = Fx(a) + P((a.b).

A més a més, F'x té les segiients propietats:
(1) 0< Fx(z) <1,
(2) Fx és una funcié creixent,
(3) lim Fx(z)=0, lim Fx(r) =1,
(4) Fx és una funcié continua per la dreta.

DEM:
(1) Pel fet de ser una probabilitat.
(2) Considerem z2 > z1. Llavors Fx(z2) = Fx(x1) + P((z1, z2]) > Fx(z1).

(3) El resultat és intuitiu ja que Fx(—o0) = P(®) = 0 i Fx(co) = P(R) = 1. Per provar-ho, notem que

l-= lim Fx(z)ily = lim Fx(z) existeixen pel fet de ser F'x monodtona i fitada, i 0 <I_ <1, < 1. Posem
oo M—1
ara 1 = P(R) = P( _U n,n+1)) = _Z P((n,n+1]) = _Z (Fx(n+1) = Fx(n)) = lim_ ZM(FX(n+

1) — Fx(n)) = zv}iinoo(FX (M) — Fx(—M)) =14 — l_. Per tant, necessariament [_ =014 = 1.

(4) Pel fet de ser F'x monotona i fitada existeix [ = lim,_,,+ Fx(t). La funcié és continua si | = Fx(x). Per trobar
el seu valor considerem una successié decreixent que tendeixi a x per la dreta. (per exemple z, = = + %)
Esadir &n — =1 Tn1 > xn, > x per a tot n. Llavors | = lim Fx(zn). Tenim que Fx(z1) — Fx(x) =

n—oo

M

P((z,z1])) = P(U Ty, Tn—1)) ZP Ty, Tn—1)) Z(Fx(xn,l) — Fx(zy)) = N}EHOOZ(FX(:C”A) —

n=2 n=2
Fx(zn)) = N}im (FX(:cl) Fx (:cM)) Fx(z1) —1 que ens déna | = Fx(z). &
Si Fx també és continua per 'esquerra en el punt a tenim que

Calculem ara la probabilitat d’un punt aillat:

P(X=a) =P({a}) = Eli%l+ Pla—e< X <a)=

0 si F'x és continua en a

e—0t salt de F'x en a altrament

lim (Fx(a) — Fx(a—¢)) = {
Aixi, si Fx és continua per l'esquerra en el punt a tenim que P(X = a) = 0 mentre que les

discontinuitats de Fx indiquen caracter discret de la variable aleatoria i, com indica la férmula
anterior, la probabilitat d’un punt ve donada pel salt de Fx en aquest punt.
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2.3 Variables aleatories discretes

Es quan X pren un conjunt finit o numerable de valors. Si aquests valors sén, ordenats, z1, Ts, . .
amb probabilitats p1, po, . .., pn, Fx és una funcié esglaonada que pren valors 0, p1, p1 + po, . .

-y I
'ap1+

-+ pp—1, 1. Una expressié compacta per a Fx la trobem mitjancant la funcié de Heaviside u(x).

Fx(z) = Zpk u(z — ). (2.3)
k
FX(X) A
1
P1+P;
P1
Xy Xz X3 X
Figura 2.1: Funci6 de distribucié d’una variable discreta.
Posarem Qx = {x1,x9,...,2,}. La funcié en aquest conjunt definida per Px(z) = px s’ano-
mena funcié de probabilitat i es relaciona amb la de distribucié per
Px(lEk) = Fx(lEk) — FX(ZEk_l). (2.4)

Les seglients sén les distribucions discretes més importants:

e Bernoulli.

Qx ={0,1}. Px(1) =p, Px(0) = ¢=1—p. Correspon per tant a un experiment amb dos
resultats. Si A és un esdeveniment associat a un experiment qualsevol, podem construir una
variable de Bernoulli assignant 1 a “A es verifica” i 0 a “A no es verifica”. Llavors p = P(A).

Les variables de Bernoulli s’utilitzen per construir-ne d’altres com la binomial o la geometrica.
També constitueixen les variables tipus indicador.

S’escriu X ~ Bernoulli(p) per indicar que X és una variable de Bernoulli amb parametre p.

Binomial.

Repetim n vegades un experiment de Bernoulli amb parametre p. X és el nombre de 1’s
que obtenim. De manera més general, si A és un esdeveniment associat a un experiment i
p = P(A), X és el nombre de vegades que es verifica A en n repeticions independents de
Pexperiment. Aixi, Qx = {0,1,2,...,n}1i

Px (k) = <:>pkq"‘k- (2.5)

DEM: Px (k) és la probabilitat que hi hagi k uns i n — k zeros en la seqiiéncia de resultats obtinguts. Per
una d’aquestes seqiiéncies la probabilitat és p*¢™ " ja que per independeéncia anem multiplicant la probabilitat
de cada resultat individual. Finalment, d’aquestes seqiiencies n’hi ha (:) (maneres de situar els k uns en la

serie de n posicions). &

Exemple 2.7 Es tira un dau 10 vegades. Quina és la probabilitat que el 6 surti exactament
4 vegades?

Sigui X la variable que compta el nombre de vegades que surt el 6. X és binomial amb n = 10

ip=1 Llavors P(X =4) = (')()%(2)% = 0,054. ¢
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S’escriu X ~ Binomial(n, p) per indicar que X és una variable binomial amb parametres n i
.
Geometrica.

X és el nombre de vegades que hem de fer un experiment de Bernoulli amb parametre p
fins que surt 1. De manera més general, si A és un esdeveniment associat a un experiment i
p = P(A), X és el nombre de vegades que hem de realitzar ’experiment fins que es verifica
A. Aixi, Qx ={1,2,...} i

Py (k) = ¢"p. (2.6)

DEM: Px(k) és la probabilitat que surtin k — 1 zeros seguits d’un u. &e

Podem calcular la funcié de distribucié
Fx(n) =Y Px(k)=> ¢ 'p=1-q" (2.7)
k=1 k=1

Exemple 2.8 Es tira un dau fins que surt un 6. Quina és la probabilitat que calguin 5 o
més tirades?

Sigui X la variable que compta el nombre de tirades que fem. X és geometrica amb p = +

:.
Llavors P(X >5)=1—-P(X <4)=1-Fx(4) =¢* = (3)" =0,482. ¢

S’escriu X ~ Geometrica(p) per indicar que X és una variable geometrica amb parametre p.

Hipergeometrica.

Tenim una urna amb b boles blanques i NV —b boles negres. En traiem n sense reemplacament.
X és el nombre de boles blanques que traiem. Qx ={0,1,2,...,n} i

by (N—b
k ( —k
Py = Wlams)
(n)
Notem que si féssim les extraccions amb reemplagament la variable X seria binomial ja que

els resultats de les extraccions serien independents. En el cas hipergeometric no hi ha aquesta
independencia.

(2.8)

Poisson.

Cert esdeveniment es va produint en instants aleatoris de forma independent. Per exemple
l'arribada de connexions a un servidor d’internet o de trucades telefoniques a una centraleta.
Fixem un interval de temps T'. X és el nombre de vegades que es produeix un esdeveniment
en aquest interval. Per exemple, comptar el nombre de missatges rebuts durant 1h per un
servidor de correu electronic. La variable de Poisson es pot referir també a intervals espacials
o d’una altra mena (el nombre de clots en un tram de carretera de 10 Km.)

Qx ={0,1,2,...}. La variable és de Poisson si
Px(k)=e%—. (2.9)

Podem justificar aquesta expressié i relacionar aquesta distribucié amb la binomial. Per aixo,
dividim l'interval T" en n subintervals de longitud At = % Considerem n molt gran i, per
tant, At molt petit. Suposem que en cada subinterval ’esdeveniment pot produir-se com a
maxim una vegada amb probabilitat p = AAt (és a dir, podem negligir la probabilitat que hi
hagi més d’un esdeveniment). Tenim aixi n subintervals independents en cadascun dels quals
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pot haver-hi o no un esdeveniment. Ara el nombre total d’esdeveniments és una variable
Binomial(n, p) que reprodueix la nostra variable original en el 1imit n — oo:

- (- ) () (1-25)”

o 1n n—1 n—-2 n—k+1 i ( —ﬁ)" 1 b T
:1 _— — e - T A [ —— T
o k'n n n n (AT) (1_¥)k k‘!(/\ )he

que és la distribucié de Poisson amb a = XT'. La constant A depén només del tipus de fenomen
aixi que podem relacionar els valors de «a per intervals de diferent longitud.

Exemple 2.9 La probabilitat que hi hagi una o més connexions a un servidor durant un
segon val 007. Quina és la probabilitat P que hi hagin cinc o més connexions durant un
minut?

Sigui ay el parametre de Poisson per a T' = 1s i ay,, el parametre de Poisson per a T =

60s. Llavors «a,, = 60as. Sabem que 0,07 = 1 — P,,(0) = 1 — e % d'on as = 0,0725.

Llavors oy, = 4,354 1 P = 1—-P,, (0) — P,,,(1) — P,, (2) — P, (3) — Pa,,(4) = 1 —
ol ok

—Qm ot /(2 —_m _m | —

e <1+am—|— 5 —1—3! —1—4!>—0,44.0

Notem que hem demostrat la relacié asimptotica entre les distribucions binomial amb para-

metres n 1 p i de Poisson amb parametre a = np quan n és gran. Aixo és util en alguns
calculs.

S’escriu X ~ Poisson(«) per indicar que X és una variable de Poisson amb parametre .

2.4 Variables aleatories continues

Es quan Fx és continua a tot R i derivable a trossos. Llavors existeix la funcié (llevat d’alguns

punts aillats)
_ dFx(x)

fx(z) = et (2.10)

fx s’anomena funcié de densitat de la VA X. Recordem que si Fx és continua P({a}) = 0. Per
tant, la probabilitat d’un interval no varia incloguem o no els seus extrems.

fx verifica les propietats:

b
(2) Pla< X <b)= / fx(@)dz,
(3) Fx(z) = / "

(4) /_OO Fx(z)dz = 1.

DEM: (1) Ja que Fx és creixent. (2) P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) = fab Fx(z)dx = fab fx(x)dz. (3) Fem
a — —oc en (2). (4) Fem b — oo en (3). &

Una manera més acurada de definir variable aleatoria continua és dir que és quan existeix una
funcié fx tal que es verifica ’anterior propietat (3). Aixo0 implica (2.10) per derivacié alli on fx
és continua.
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fu(x) 4

Figura 2.2: Probabilitat com area sota fx. L’area sombrejada és igual a P(a < X <b).

Donada qualsevol funcié ¢ > 0 continua a trossos tal que ffooo o(z)dxr = K finit, la funcié
K~'¢(z) defineix una densitat de probabilitat. A vegades es parteix de la definici6 de la funcié de
densitat exigint (1),(2) i (4) per definir després la funcié de distribucié a través de (3). Notem que
el valor numeric fx(x) no és una probabilitat i per tant pot prendre valors arbitrariament elevats.
En particular, és possible que fx valgui oo en algun punt. Aquestes divergéncies sén admissibles
mentre la funcié sigui integrable. Una definicié o manera d’expressar la funcié de densitat és

fx(z)de=Plx < X < x+dx) (2.11)

que simbolitza (2) a nivell infinitesimal.

Les variables discretes admeten una funcié de densitat en sentit distribucional utilitzant la § de
Dirac (veure I’apendix E):

fx(@) =" ped(z — ). (2.12)
k

Aquesta forma s’obté derivant la funcié de distribucié (2.3) i tenint en compte que v’ = 4.

Denotarem Qx el recorregut de la VA X. Aquest és el conjunt de R que no conté cap interval
on fx(x) = 0. De fet, no hi ha cap inconvenient en afegir a Qx qualsevol regié on fx s’anulli.
En la practica, Qx és el conjunt de valors que X pren de manera natural. (Si, per exemple, X
representa una distancia seria Qx = [0, 00), etc.)

K

Exemple 2.10 Sigui X una variable aleatoria continua amb densitat fx(z) = — peraz >1 (i
x

fx(x) =0 per ax <1). Determinar: K, Fx(z), P(X <3), P(X >2), P(2< X <3).

Per trobar el valor de K imposem la condicié de normalitzacio:

o o K _9q00 K
1:/ fX(!E)dZUZ/ —dr =K r_ = —. Per tant, K = 2.
—00 1 ZE3 —2 1 2

0 siz <1

x .
1 m%d:n'zl—m% siz>1

Fx(x) = 2 fx(a')da' = {
., 1

Aixi, Fx(z) =1—- — peraz > 1.
x

P(X <3)=Fx(3)=5 P(X>2)=1-P(X >2)=1-Fx(2)=3. P2< X <3)=
Fx(3)—Fx(2)=2. ¢

24



Les principals variables continues sén:

e Uniforme.

QX = [a, b]
sita<z<b
fx(z)=¢ b—a (2.13)
0 altrament
0 siz<a
Fx(z) = ‘Z:Z sia<z<b (2.14)
1 siz>b
fX(X) A Fx(x) N
1 R
1/(b-a)
a b X a b X

Figura 2.3: Densitat i distribucié uniformes.

La variable uniforme és doncs la que té densitat constant. S’escriu X ~ Uniforme(a,b)
per indicar que X és una variable Uniforme en linterval [a,b]. Es facil veure que donat

A Cla,b], P(X€A) = %’ que podem interpretar com “longitud favorable dividida
per longitud possible” en analogia amb (1.1).
Exponencial.
Qx =[0,00), A > 0.
0 siz <0
fx(@) = { e g (2.15)
0 siz <0
Fx(z) = { e sas0 (2.16)

Una possible interpretacié d’aquesta variable és que deixem transcérrer el temps des de 0 i
X és l'instant en que es produeix per primera vegada un esdeveniment del tipus que consi-
deravem en la variable de Poisson. Per exemple, I'instant en que rebem una primera trucada
telefonica. Sota aquesta interpretacié podem relacionar la variable exponencial amb la geo-
metrica. Dividim l'interval [0, 2] en n subintervals de longitud At = £. Considerem n molt
gran i, per tant, At molt petit. Suposem que en cada subinterval I’esdeveniment pot produir-
se com a molt una vegada amb probabilitat p = AA¢. Ara podem considerar que tenim un
experiment geometric i, utilitzant (2.7),

1—Fx(z)=P(X >z)= lim (1 —p)" = lim (1—/\—m> —e N

n—00 n—00 n

el que ens ddna la funcié de distribucié (2.16).
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Figura 2.4: Densitat i distribucié exponencials.

Si pensem X com el temps que passa entre un esdeveniment i el segiient en la distribucié de
Poisson tenim doncs que aquest és exponencial de parametre A = 7.

Una caracteristica de la distribucié exponencial és la propietat de no memoria:
P(X >t+h|X >t)=P(X >h). (2.17)

DEM: Com P(X > z) =e >, P(X >t+h) = P(X > t)P(X > h). Per una altra part P(X >t+h|X >

_ P(X>t+h)
t)* P(X>t) ° *

Aquesta propietat vol dir que la probabilitat de produir-se I’esdeveniment en un instant donat
és independent del nombre de vegades que s’hagi produit anteriorment.

En ocasions, s’utilitza la variable exponencial per indicar el temps de vida d’un dispositiu,
organisme, etc. Tot i que en algun cas aixd és correcte (desintegracié radioactiva, temps
de vida d’una particula inestable) en general és una primera aproximacié que pot donar
resultats paradoxals. Per exemple, suposem que el temps que viu una persona és una variable
exponencial 7. Si fem ¢t = 70, h = 10 en (2.17) obtenim P(7 > 80|7 > 70) = P(T > 10).
Aix0 vol dir que una persona que als 70 anys esta viva té la mateixa probabilitat de seguir
viva als 80 que la que té una persona acabada de néixer de seguir viva als 10 anys. Aixo no
pot ser correcte i el fet és que les persones sén organismes que es van desgastant mentre que
la propietat de no memoria descriuria un sistema sense desgast.

S’escriu X ~ Exponencial()) per indicar que X és una variable exponencial de parametre .

Gaussiana.

També s’anomena normal. Qx = (—o0,00), m € R, o > 0.

1 _@-m?

Ix(z) = e 2% . (2.18)

2mo

Fy(z) = % (1 +erf <$\/_§:L>> . (2.19)

En (2.19) utilitzem la funcié d’error, definida:

erf(z) = % /Or et dt. (2.20)

Notem que erf(—xz) = —erf(z). Al final d’aquestes notes hi ha una taula amb els seus valors.
(t—m)?
DEM: En efecte, Fx(z) = 2= [*_e 27 dt. Fent el canvi z = '5\;5’:, és

z—m 0 z—m
Fx(z) = % / V3 e gy = % </ efz2dz—|—/) V2o ezzdz>
—o0 —o00 C
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fX(X) Fx(x)

Figura 2.5: Densitat i distribucié normals.

e (F () - (o)

Una funcié gaussiana és simplement 1’exponencial d’un polinomi de segon grau. La densitat
gaussiana és la forma general d’una densitat amb aquest comportament. La seva grafica
mostra el tipic aspecte de moltes distribucions que es mesuren experimentalment en estadistica
i s’anomena campana de Gauss.

S’escriu X ~ Normal(m, o) per indicar que X és una variable normal de parametres m,o.

e Cauchy.
QX = (—OO, OO), a>0
a/m
= . 2.21
fX(:L') 2+ o2 ( )
1 1
Fx(z)= 5t - arctan g. (2.22)

Exemple 2.11 Sigui X una variable aleatoria i A I'esdeveniment X3 —2X? — X +2 < 0. Calcular
P(A) pels casos en que X és (a) Uniforme en [—2,2], (b) Exponencial A = 3, (¢) Normal m =
0,0 =11 (d) Cauchy a = 1.

Primer posem ’esdeveniment en termes d’intervals: A = J; UJy on J; = (—o0, —1), Jo = (1,2).
Aixi P(A) = P(Jy) + P(Js).
(a) Es facil verificar que, per una variable uniforme en I la probabilitat d’un interval J contingut
en I val %. Aixi P(J;) = P(J2) = 3 don P(A4) = 3.
(b) Es F(z) =1—e3%. P(J1) =01 P(Jy) = F(2) — F(1) = e 3 — 732 = 0,047.
(c) Bs F(z) = StV - ppy = p(-1) = L=etUVD) 1586, P(Jy) = F(2) — F(1) =

2
orf(2/\/§);01‘f(1/\/§) = 0,1359, P(A) = 0,294.

(d) Es F(z) = t4+darctanz. P(J)) = F(-1) =1, P(J) = F(2)—F(1) = actan2arctanl — () 1024,
P(A) = 0,352.4

Algunes variables tenen comportament continu i discret alhora. S’anomenen variables mixtes.
Es donen quan Fx té discontinuitats i no és constant a trossos. Com veurem en el segiient capitol,
poden apareixer a ’aplicar certes transformacions a variables continues. S’hi treballa amb la funcié
de distribucié o expressant la densitat amb 1’ajut de deltes de Dirac.

Exemple 2.12 Tirem una moneda. Si surt cara X val 2. Si surt creu X es tria uniformement en

Pinterval [0,1]. X no és continua ja que el punt aillat 2 té probabilitat % Tampoc és discreta ja
que pot prendre qualsevol valor entre 01 1.
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Llavors podem expressar la seva densitat (veure (2.28)):

1 1
fx(z) = E(u(:n) —u(z—1))+ 55(:p —2). 4
Quan una VA discreta concentra les seves probabilitats en valors molt elevats sol ser més practic
tractar-la com si fos continua. Aixo passa, per exemple, a I’estudiar la estadistica de les poblacions
humanes. Alguns resultats estableixen relacions ttils entre distribucions discretes i continues, com
ja hem vist al cas exponencial-geometrica o com el seglient resultat.

2.5 Teorema de DeMoivre-Laplace

Aquest teorema estableix una relacié entre la distribucié binomial i la normal. Diu que si npg > 1

n\ & ok 1 _Ue—np)?
~ ————¢ 2npqg 2.23
<k>p q S (2.23)

Més precisament, el quocient dels dos costats tendeix a 1 quan npg — oo. El resultat ens
diu que per a n molt gran (en la practica n > 10) la distribucié binomial de parametres n,p és

correspon a la gaussiana de parametres m = np, 02 = npq.

DEM: Volem una expressié asimptdtica de p, (k) = (2)p*¢" . Per aixd fem el canvi de variable k = np +

npqxr. Considerarem z finit de manera que el limit n — oo implica també k — oo. El simbol ~ vol dir que el
quocient dels dos costats tendeix a 1.

Notem les relacions

kB Lk
Ara tenim que, fent servir Stirling (N! ~ v2rNN~e ™™ quan N — oo)
p (k) _ LP q -k 271—“’(%)“ pk n—k
" kl(n — k)! T V2rk(E)e2n(n — k)(nsk)n—k

Ve J1 = E R =R Va1 = E () (R

La primera part es comporta asimptoticament
1 1 1

Vark 11— k T V2mp/q  /2mnpg

que és el coeficient de I’exponencial en (2.23).

Per la segona part notem primer les segiients relacions (N — o0):

Nb
(1 + %) ~ e

<1+JLN)Nb—eXp{Nbln<l+—)}_exp{ < 2;)}:(3“’”*#

2

on hem fet servir el desenvolupament de Taylor In(1 + z) = =z — %~ z?).
Ara és
1 B 1
5 3 TRV G TR
np q avn avn
1 g2 (k—np)?

=e " 2npd . &

~ =
e\/ﬁz\/ﬁ*%z2 eqz2e*\/ﬁz\/_*g‘z2 epz2

La correspondencia entre la binomial i la normal s’utilitza per calcular probabilitats associades
a la binomial. En lloc de fer els sumatoris pels quals no tenim cap férmula compacta, avaluem
les probabilitats utilitzant (2.19). Si X és la variable binomial i X la seva aproximacié normal,
identifiquem X = k amb k — % < X<k —I—% de manera que P(k1 < X < ko) ~ P(ky — % < X<
ko +3), P(X>k)~P(X>k-1)iP(X <k)~P(X <k+3).
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Figura 2.6: Probabilitats binomials amb n = 20, p = 0,4 (esquerra) comparades amb la densitat
normal amb m = 8, o = 2,19 (dreta).

Exemple 2.13 Un monitor té 10 x 15 pixels. Cada pixel s’illumina, independentment dels altres,
amb probabilitat 0,4. Quina és la probabilitat P que hi hagin més de 80 pixels illuminats?

El nombre de pixels que s’illuminen és una variable binomial amb n = 150 i p = 0,4. Com no
tenim una expressié compacta per la funcié de distribucié binomial, seria

150
_ 150 0k @150—k
P_Z<k>0,40,6 .

k=81
En lloc de fer la suma utilitzem I’aproximacié normal amb m = 150.0,4 = 601 ¢? = 150-0,4-0,6 = 36.
P=1-F(80,5) = w =3,17-107* (el resultat exacte és 3,64-107%).4

En aquest exemple veiem 1’aplicacié de la distribucié normal a la descripcié del soroll. Si aquest
soroll esta produit per la suma de petites fluctuacions aleatories independents, pren forma gaussiana
i s’anomena soroll blanc.

2.6 Funcions de densitat i distribucié condicionades

Com qualsevol probabilitat, la funcié de distribucié condicionada a que l’esdeveniment B s’ha
produit és

P(X <ziB)
Flz|B =P X<z|By=———"—""7 2.24
(@]B) = P(X <2 B) = == (2.24)
En el cas de distribucions continues la funcié de densitat condicionada és
dF(xz|B)
B))=———=. 2.25
falp) == (225)

Aquestes funcions tenen les mateixes propietats que les funcions sense condicionar. En particular,
FvadeOalif estanormalitzada a 1.

Tenim llavors la forma continua del teorema de Bayes:

| PBIX =)
T = T = fanar 1220

DEM: Per la formula de Bayes habitual
Plx<X<z+Az|B)P(B)=P(Blz <X <z+Az)P(z < X <z + Axzx),
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és a dir,
(F(zx+ Az|B) — F(z|B))P(B)= P(B|lz < X <z + Az)(F(x + Az) — F(x)).
Si dividim els dos costats per Az i fem el limit Az — 0 trobem

f(z|B)P(B) = P(B|X = z)f().

Integrant els dos costats entre —co i co obtenim el denominador en (2.26):
P(B) :/ P(B|X = o) f(x)dz (2.27)

que substituit en Panterior expressié és el que voliem demostrar. oo

La férmula (2.27) és la versié continua de la férmula de la probabilitat total. Al marge de
la férmula de Bayes, és pot utilitzar per calcular la probabilitat en casos on 1’esdeveniment ve
condicionat per alguna variable continua.

Exemple 2.14 Tenim una colleccié gran de monedes. La probabilitat de treure cara varia segons
la moneda, de manera que si en triem una a l’atzar la probabilitat p que tregui cara es pot con-
siderar una variable uniforme en [0, 1]. Extraiem una moneda i la tirem tres vegades. Quina és la
probabilitat que surtin exactament dues cares?

Sigui X la probabilitat de treure cara de la moneda triada i N el nombre de cares que surten.
P(N=k|X =p) = (i)pk(l —p)>*i fx(p) =1 pera0<p<1. Llavors:

P(N:2):/ P(N=2Isz)fx(p)dp=/0 (g)pz(l—p)'ldp:?’/o (p2_p3)dp:i.o

—00
Una nova versié de la férmula de la probabilitat total (en aquest cas, de la densitat total) s’obté

n

considerant una particié de ’espai mostral {A;};=; ... . Utilitzant (1.3) tenim que F(z) = Z F(x|
i=1

A;)P(A;) d’on, derivant, obtenim

fle) = flz|A)P(A)). (2.28)

i=1

Exemple 2.15 Un sistema disposa de dos processadors P71 i Ps on el temps que dura un cert servei
és una variable exponencial de parametre A = 2 i A = 1 respectivament. Als usuaris se’ls assigna
un dels dos processadors aleatoriament, de manera que la probabilitat de triar P; val % Quina és
la densitat del temps de servei?

Si T és el temps de servei, per a t > 0:

Fr(t) = fr(t|PO)P(Py) + frlt|Ps) P(P2) = 2e—2t§ 4 e—t§ - g(e—% -

Suposem ara que sabem que en l'instant ¢ = 1 encara no ha acabat el servei. Quina és la
probabilitat que s’estigui realitzant en Py?

La informacié que tenim és ’esdeveniment 7" > 1. Llavors

-1.2 92
P(P,|T > 1) = P(T > 1[P2)P(P2) _ e -3 e

P(T > 1|P1)P(P1) + P(T > 1|P2)P(P2) e 2-f+e ! 2 T 1+2e

= 0,34 ¢

La féormula de Bayes adquireix una forma més definida si ’esdeveniment B és de la forma X € A
on A és un borelia de R. Si X és una variable amb densitat f(z):
1 .
s~ f(r) size A
flz| X € A) :{ P/ (@) (2.29)

0 altrament

jaque P(X € A|X=x) val 1 siz € Ai0 en cas contrari.
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Capitol 3

Funcions d’una variable aleatoria

Considerem una variable aleatoria X amb funcié de densitat fx. Si tenim ¥ = g(X) on g és una
certa funcid, resulta que Y és una nova variable aleatoria. (Recordem que X :Q2 — R. Ara tenim
QO 5 R % Rien termes de composicié de funcions Y = g o X.) Ens plantegem trobar les
funcions de distribucié i densitat de Y a partir de les de X.

— X—| § |—Y

Figura 3.1: Transformacié d’una VA .

La funcio g es pot considerar sota dos punts de vista. Per un costat podem pensar que el resultat
de lexperiment X pateix algun tipus de procés que el transforma en g(X) que és el que nosaltres
observem. Per exemple, podem tenir un senyal electric aleatori del qual el nostre instrumental
només ens permet calcular-ne el signe. Llavors, el senyal X pot prendre qualsevol valor real pero
nosaltres mesurem g(X) = signe(X) que només val 1 i —1. També podria ser que detectéssim el
senyal després d’algun tipus de processat amb el que g(X) seria una funcié més complicada. En
aquest exemple es veu que al fer la mesura final es pot perdre informacié respecte al resultat inicial
X. Aixo passa quan la funcié g no és injectiva sobre el conjunt Qx.

Per una altra part, pot ser que disposem directament de X pero preferim treballar amb una
altra variable Y = ¢g(X). Si considerem que estem fent un canvi de variable, g ha de ser injectiva
sobre sobre 2x ja que hem de poder invertir la relacié entre X i Y.

3.1 Cas discret

X pren els diferents valors z;. Y pren els valors g(x;). Podria ser que un valor de Y correspongués
a més d’'un valor de X. Per tant tenim

Py(y) = Px(g ' (v)). (3.1)

Exemple 3.1 Un circuit te tres estats de sortida Qx = {—1,0,1} en els que s’hi troba amb
probabilitats Px(—1) = Px(0) = Px(1) = % Quina és la funcié de probabilitat de Y = X?2?
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Tenim Qy = {0,1}. Py(0) = Px(g7'(0)) = Px(0) = g i Py(1) = Px(¢7'(1)) = Px({-1,1}) =
4

wino

3.2 Cas continu

Considerem la VA 'Y = g(X). Definim els conjunts ¢, = {x | g(z) < y}. Llavors

Fy(y) = P(Y <y) = P(9(X) <y) = Px(py). (3.2)

Per que aquesta probabilitat estigui definida g no pot ser qualsevol funcié. Cal que

(1) g estigui definida pels valors que pot prendre X. Es a dir, Qx C dom(g).
(2) ¢y sigui un borelia per a tot y. En aquest cas es diu que g és una funcié de Baire.

(3) P(g(X) = £o0) = 0. El conjunt de singularitats infinites ha de ser de mesura 0 en el sentit
de la probabilitat. Aixo pasa sempre que X és continua i g val =00 com a molt en un conjunt
numerable de punts.

Totes les funcions que utilitzem en la practica verifiquen aquestes condicions. Per calcular Fy
de manera efectiva hem d’estudiar en cada cas la forma de g. Una vegada obtinguda Fy podem
calcular fy per derivacio.

Partirem de la representacio grafica de g. Recorrem 1’eix de les y’s i per cada valor observem
la forma de ¢,. Aquest conjunt tindra la forma de unié de alguns intervals de les z’s el que ens
permet escriure la probabilitat combinant la funcié F'x en alguns punts. Considerem diferents tipus
de comportament:

e ¢ monotona.
Si és creixent, ¢, = (—o00, x| i, per tant, Fy (y) = Fx(x).

Si és decreixent, ¢, = [x,00) i, per tant, Fy(y) =1 — Fx(z).

g(x) 1 g(x) 1

T~

/| y
Py
/ Py x x x x

Figura 3.2: g monotona creixent (esquerra) i monotona decreixent (dreta).

e ¢ no és monotona.
En el primer exemple ¢, = [21, z9] i, per tant, Fy(y) = Fx(x2) — Fx(x1).

En el segon exemple ¢, = (—00, z1] U[z2, 23] 1, per tant, Fy (y) = Fx(z3) — Fx(x2) + Fx (z1).
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g(x) 1 g(x) 1

X (Py X3 X /_XI Xo 7 X3 X

Py
Figura 3.3: Dos exemples de funcions g no monotones.

g(x) 1 Fyly) 4

G:f PlasX<sbh)
—//

/ a b X y

Y1

Vi

Figura 3.4: g constant sobre un interval.

e ¢ és constant en un tros.

L’interval [a, b] que té probabilitat finita va a parar a un valor unic. Hi ha llavors un punt y;
tal que P({y1}) # 0. La variable que resulta té comportament mixt.

Exemple 3.2 Sigui X una VA de Cauchy amb Fy(z) = 1 + L arctanz. Considerem Y = g(X)

on g és la funcié de la figura.

g(x) 1
1

e-X

Tenim el segiient:

e Fy(y)=0peray< —1.
e Eny=—1, Fy(y) salta Px(g~'(—1)) = Px((—00,0]) = Fx(0) = 3.
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e Fy(y) es manté constant en —1 <y < 0.

e Pera0 <y <1tenimz=—InyiFy(y) = Px(¢y) = Px((—o0,0]U(x,o0]) = Px((—o0,0])+
1 — Px((—o0,2]) = Fx(0) + 1 — Fx(—Iny)) = 1+ X arctan(lny).

e Peray>1, Fy(y)=1.

Fuly) 4

N | =

El resultat és una variable mixta amb funcié de densitat

1

, _ 1
Iy(y) = Fy(y) = 55(11 +1) + (1 (my)?)

(u(t) —u(t—1)). ¢

3.3 Transformacid de la funcio de densitat

Quan g és derivable a trossos i no és constant en cap tros podem obtenir directament fy sense
calcular previament la funcié de distribucio.

L’equacié y = g(x) té cap, una o varies solucions z;(y). Llavors

1
fr(y) = zi:fx(lﬂi(y))m- (3.3)

En l'anterior equacié posem 0 quan no hi ha solucions.

DEM: Per definicié
Ply<Y <y+ Ay

fr(y) = lim

Ay—0 Ay
g(x) 1
y+dy
\i /
X +ax; X, X5 X,+dX, X
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Per tant, considerem Ay > 0 i prou petit per que tinguem

Py<Y <y+ Ay = ZP(X entre x; 1 x; + Ax;)

on x; sén els valors tals que g(x;) = y. Notem que Az; pot ser negatiu.

Ara calculem
P(X entre x; i z; + Ax;)

Frly) = Alzi/rilo 21: Ay
o P(X entre z; i z; + Ax;) 1
Alylgoz |ALE1| ‘ ZfX xz y |11 *
7 . o L _z_ 2
Exemple 3.3 X és gaussiana amb fx(z) = 7€ 2 LY = X“.
L’equacié y = 22 no té soluci6 per a y negativa. Per a y positiva té dues solucions z1(y) = -y

iz2(y) = /¥ Com ¢'(x) =2z, |¢'(x1)| = |¢'(x2)| = 2\/y. Llavors fy(y) =0siy <01

1 _y 1 1 oy 1 _%
fy(y) = e

2

NN Rl N oz

siy>0. ¢

Exemple 3.4 X és uniforme en [0, 27]. ¥ =sin X.

fx(z) = 5= 1 es veu immediatament que Qy = [—1,1]. Per a —1 < y < 1, 'equacié y = sinz té
dues solu(uons en les quals |¢/(z1)] = |¢/(z2)] = cosz1 = v/1 —sin®z; = /1 — ¢2. Llavors
1
fr(y) = —F—-¢

w1 —19y?

Exemple 3.5 Demostrar que si X és Normal(m, o) la variable Y = aX + b on a, b sén constants
també és normal.

Si a # 0, la transformacié és bijectiva i (z = yT_b)
1 1 (ghom)? 1 _ (y—(amtb))?
fy(y) = fX(':U)_ = —€ 202 = —€ 2(0"“‘)2

la| 270l V2mo|al
Aixo demostra Y ~ Normal(am + b, olal).

Pel cas a = 0, Y és una constant que es pot considerar com el cas limit d'una gaussiana amb
m=bioc=0.¢
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Capitol 4

Parametres estadistics

En el que segueix, X designa una variable aleatoria discreta amb funcié de probabilitat Px o
continua amb funcié de densitat fx.

4.1 Esperanca

L’esperanga d’una VA discreta X és el nombre

EIX] =) axPx(k). (4.1)

k

L’esperanga d’una VA continua X és el nombre
E[X]= / zfx(x)dz. (4.2)

E[X] és una mitjana dels valors que pot prendre X ponderats amb les seves probabilitats.

E[X] també s’anomena valor esperat, valor mitja o mitjana de la variable X. Altres notacions
emprades sén myx o X.

Les seves propietats basiques sén:

(1) Considerem una particié de I’eix real amb punts y; separats per la distancia Ay; = yi+1 — y;. E[Y] s’obté
considerant
S= Zyip(yi <Y <y + Ay;)

i prenent el limit quan les particions sén cada vegada més fines. Si designem :cl(.k) el conjunt de punts tals que
g(:cl(.k)) = y;, tenim que
S = Z Zg(:cl(.k))P(X entre z0" i 2% + Az*))
ik

i aquests formen una particié del recorregut de la variable X. Podem estendre aquesta particié a tot 1’eix
afegint parts que tenen probabilitat 0. En el cas de variables continues, al fer el limit trobem

Bl [ T iy (y)dy = / ” gla) fx (x)d.

—o0
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El procediment amb que hem construit aquestes integrals consistent en fer la particié no en els valors de la
variable siné en els de la funcié déna lloc al que s’anomena integral de Lebesgue. Aquesta té propietats que la
fan una eina poderosa en I’analisi. A efectes practics, en les aplicacions resulta suficient la integral de Riemann
ja que els dos tipus d’integracié coincideixen en les funcions i conjunts d’integracié habituals.

Aquesta propietat és simplement la regla de canvi de variable per integrals. Aix0 es veu facilment en el cas
que g és mondtona creixent amb recorregut (a,b). Llavors fy és nulla fora d’aquest interval i, fent el canvi

y = g(z),

= [ untiw= [Cuvoa= [ a0 = [T g

— 00 g/( ) — 00
2) Posem g(X) = 1 en l'anterior propietat.
g

(3) La integral és lineal respecte a les combinacions de funcions. Aixo és, [(ag+ Bh) =a [g+ 8 [ h.

(4) La integral d’una funcié positiva és positiva. e

Exemple 4.1 D’una baralla francesa (4 pals, 13 niimeros) s’extreuen 3 cartes sense reemplagament.
Considerem la variable X que déna el nombre de cartes de cors extretes. Quina és la seva esperanca?

13 39
La funcié de probabilitat de X és Px (k) = (kﬁz%—k) Es a dir, Px(0) = %, Px(1) = %,

3
Px(2) = $E, Px(3) = g5
Llavors

703 741 117 11 3
)= _wPx(ar) ‘oot 00 T2 ss0 PP osso 10 ?

Exemple 4.2 Una variable aleatoria continua té densitat fx(z) = m% peraz >11i fx(x)=0 per
a x < 1. Quina és la seva esperanca m? Es cert que P(X < m) = P(X > m)?

> < 3 dr 3
E[X]—/ il?fX(:l?)al:E—/1 $Ed$_3/1 S=5

—0o0

Hem vist doncs que m = 5. Ara calculem P(X < m) ff 3dx = Q P(X >m) fé)o Sdr = 2
Aixi, m és un punt de centrahtza(no pero les probabilitats en cada costat poden ser dlferents 0

Per interpretar el significat del nombre E[X] considerem el cas d’una variable discreta finita
amb valors x; i probabilitats p;, ¢ = 1,--- ,n. Si fem N vegades I’experiment obtenim els resultats
7@ q=1,---, N on cada valor correspon a algun dels z;. Als N resultat, z; apareixera un nombre
de vegades IV; corresponent a una freqiiencia relativa que es pot aproximar per la seva probabilitat
quan N és gran. Si fem la mitjana aritmetica dels resultats

1 N 1 n n N n
NZT(G):NZJEiNi=Z$iWZ—> zip; = B[X].
a=1 =1 =1 =1

Notem també que mentre la funcié de densitat sempre és integrable a tot R, 'expressi6 (4.2) pot
no existir. En aquest cas, si la funcié integrada en (4.2) és positiva direm que E[X] = oo. Si aquesta
funcié conté arees positives i negatives infinites direm que ’esperanga no existeix. Si fem repeticions
de ’experiment que ens genera X i anem calculant les mitjanes aritmetiques dels resultats obtinguts
ens anirem acostant al valor E[X]. Quan I'esperanga és infinita aquestes mitjanes divergiran cap a
infinit. Quan l'esperanca no existeix mostraran oscillacions irregulars.
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4.2 Variancia

La variancia d’'una VA X és el nombre

(3) V]aX] = a?V[X] per a a € R,
(4) V[X 4] = V[X] per a 8 € R.
DEM:
(1) Per la propietat (4) de I'esperanca.
(2) VIX]=E[X?-2XX +X | = E[X? - 2XE[X] + X E[l] = E[X?| - X"

(3) Per la propietat (3) de I’esperanca, E[aX] = aE[X]i E[(aX)?] = E[e*X?] = o®E[X?]. Utilitzant la propietat
(2), queda demostrat.

(4) VIX+0]=E[(X + 8~ (X +5))°] = E[(X - X)*]. &

L’esperanga indica generalment al voltant d’on es concentren els valors amb probabilitat alta.
La variancia mesura 'amplada d’aquesta regié. El quadrat a l’expressié (4.3) es posa per mesurar
sempre desviacions positives. El segiient parametre mesura el mateix pero té comportament “li-
neal”.

4.3 Desviacid estandard

ol

Std[X] = V[X]3. (4.4)

Verifica Std[aX] = |a|Std[X], per a a € R. Std[X] també es coneix com desviacié tipica.

En el que segueix denotarem m = E[X|, 02 = V[X]i o = Std[X].

Exemple 4.3 Calcular la desviacié estandard de la variable de ’exemple 4.2.

Ja tenim E[X]. Ara necessitem

E[X2]:/°° $2fX(:n)d:n:/loom2idm:3/lmd—‘”:3.

zt 2

Aixi, VIX] =3 (2)? =3 i oy = ¥ =0,866. ¢

4.4 Variable aleatoria normalitzada

Donada la VA X, fent un desplagament i un canvi d’escala, definim la variable normalitzada

x-X=m (4.5)
g
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Aquesta variable verifica E[X] =0, V[X] =11 Std[X] =

La variable normalitzada també s’anomena tipificada o estandarditzada.

Notem que una variable aleatoria pot tenir dimensions fisiques com, per exemple, longitud,
freqiiencia o energia. Com les probabilitats sén adimensionals, la funcié de distribucié també ho és.

En canvi, si X té dimensié L la funcié de densitat te dimensions L', ’esperanca L, la variancia
L? ila desviacié estandard L. Les variables normalitzades no tenen dimensions.

4.5 Parametres de les distribucions usuals

e Bernoulli.

m =p, 0% =pq, 0 =/pq.
DEM:
m=FE[X]=0-q+1-p=np.

=V[X]=(0-p)° qg+1-p)> p=pg. &

e Binomial.

m =np, 0% =npq, 0 = \/npq.

DEM: En el que segueix considerem p i ¢ variables independents i posem ¢ = 1 — p només al final. Una
derivaci6 afecta tot el que té a la dreta.

- n ne d n e
m_zk'<k>pkq F=pg (00" =pp+a" " =np.

k=0

~ n n— d d n
EIX* =) k- <k>pkq i =P PP+
k=0

n—2

=pn(p+q)" " +nn—1p*(p+q" > =n’p’ + npq.

o® = (n*p’ +npqg) — (np)® = npq. &

e Geometrica.

1 q
m:—,azz%,azi.
b b
DEM:
— n—1 dOO n d p P 1
m = n = — qp = —.
nz::l “r dq; dgl—q (1—-9)* p
= 1+q l1+q
EIX? = 2 1 a a _ _
[X7] nz::ln 7" dqqdqz P= TP 2

e Hipergeometrica.
b b(N —b)(N —
mb L, mb(N =N —n)

N’ N2(N — 1)
DEM: Considerem les igualtats

(s 0t) a+a) =a0 0t

39



<%f’“‘di<1 +) ) (1+2)” = A0 +2)"7 + A4 - (1 + )52

Si utilitzem el binomi de Newton en totes les poténcies, trobem les relacions combinatories

A7)
() () e (00)

Aplicant aquest resultat trobem

() o) - n
E[X] = zk:kT = éb(f_ 11> =by
B - 3 z>(<N) )

:(_%) <b<]:j_—11> +b(b—1)<]:j__22>> :bﬁn+b(b—l)%.

2 [(bn n(n —1) on® _ nb(N —b)(N —n)
"*<N+b(b Yyv—n) " ey ®
e Poisson.
m=aqa, 0’ =qa, o=
DEM: . .
> —a —a d = o @ [e%
m:Zk e g =e aazﬁ—e a e =a
k=0 k=0
E[Xz]:ikz- a0’ _ o iai Y=e “ale” +ae”) =a" +a
Pt k! da do
=@ +a)—a’=a &
e Uniforme.
a+b b—a)? b—a
oGt o (-0 (b-a)
2 12 V12
DEM: . ) . X
m:/:c- ! d:r:a+b. E[Xz]:/:cz- ! d:r—b —|—ab—|—a.
o b—a 2 @ b—a 3
+ab+a®> (a+b)? (a—0b)?
2 _ - =
7= 3 4 - *

e Exponencial.

1, 1 1
m=—,0"=—, 0= —.

A A2’ A
DEM:

m:/ :c-)\efmd:r:l/ z-efzdz:l.
0 AJo A

E[X?] :/ :cz-)\efhd:r:)\—Z/ zz-efzdz:)\—zz.
0 0

(A les integrals hem fet el canvi z = Ax.)
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e Gaussiana.

Els parametres m i o2 ja apareixen a la funcié de densitat normal.

DEM:
Bl = [ g = [ oz emeFa
= T - e B T = — oz +m)e z=m.
oo \V2wo V2 J s
E[X?] /00 z? ! 67(127"2”2 dz L /00 (0z+ m)zefédz
= L o = — o
oo 2wo V2 J 0o
1 < 29 2, —22 2 2
= — (c°z"4+m7)e” 2dz=0"+m".
2T [oo
(A les integrals hem fet el canvi z = Z=". S’ha fet servir que la integral d’una funcié imparella en un interval

simetric és 0.)

VIX]= (0> 4+m’) —m*> =0 &

Com s’ha vist a I'exemple 3.5, si X és Normal(m, o), X = X;m és Normal(0, 1). Per aix0, és

habitual fer calculs amb gaussianes passant a la variable normalitzada i fent servir taules de
la funcié Q(z) = P(X > z).

Exemple 4.4 Una fabrica produeix tubs el diametre dels quals es pot considerar una variable
normal de valor mitja 30 mm i desviacié tipica 2 mm. Quina és la probabilitat que un tub
agafat a I’atzar tingui diametre superior a 33 mm?

Es tracta de P(X > 33). Considerant X = %, 'anterior probabilitat és P(X > 3 =
Q(3) = 0,0668.

Naturalment, aquests calculs es poden realitzar també amb la funcié d’error. ¢

e Cauchy.

2

N . . . . o . .
Els parametres m, 0 no existeixen ja que la integral f_oo ﬁdm no existeix.

4.6 Moments d’una variable aleatoria

El moment n-ésim d’una variable aleatoria X és

my = B[X"), (4.6)
onn=0,1,.... Si X és discreta es calcula
k
mentre que si X és continua
o
—o

Notem que mg = 1, m; = E[X]i V[X] = mg —m].

Els moments centrals sén o
o = E[(X = X)"), (4.9)

onn=0,1,.... Notem que pog =1, 3 =01 s = V[X].
En el cas continu, p, = [*°_(z — X)" fx(x)dz, etc.
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Exemple 4.5 Calcular els moments d’una variable exponencial.

0 1 [ !
m, = E[X"] = / "\ Mdx = —n/ Me iy = -
0 A Jo

Exemple 4.6 Calcular els moments centrals d’una variable normal.

o0 1 . (zfm)z 2 n e}
pn = E[(X —m)"] = / (x —m)"- e 22 dxr= (v20) / Ze % dz
—00 vV 2mo ﬁ —00
':U fe—
canvi z = . Ara veiem que
( N~ ) q
0 si n és senar
Hn =19 on T si n és parell
2% (2)!
(veure a l'apendix les férmules (D.12) i (D.14).) ¢
4.7 Desigualtat de Txebixev
Per a tota VA X amb esperanca i variancia finites:
2
— o
Ya >0 P(|X —X|>a) < por (4.10)

Si posem a = ko podem expressar-ho de la forma

P(| X - X |> ko) < (4.11)

1
ﬁ.
DEM: o
= [ - rxe 2 / L @=X)x(@)de

X|>a

> az/ fx(z)dz =ad’P(|X - X|>a). &
lz2—X|2a

L’anterior resultat caracteritza ¢ com a mesura de la dispersio.

Exemple 4.7 Variable aleatoria constant és la que pren un tnic valor amb probabilitat 1.
Qx = {c}, Px(c) = 1. Evidentment, F[g(X)] = g(c). Per tant, V[X] = E[X? - E[X]*?=c*-¢* =
0, la variable constant té desviacié ¢ = 0. Logicament, una variable concentrada en un punt no té
dispersio.

A la inversa, suposem que per a certa variable X d’esperanca m, ¢ = 0. Llavors, utilitzant
(4.10) resulta P(|X —m| > a) = 0 Ya > 0, d’on es facil deduir que Fx(z) = 0 per a z < m i
Fx(x) =1 per a x > m. Aixi, X és una variable constant, igual a m. ¢

4.8 Llei dels grans nombres

La segiient és la llei dels grans nombres en forma debil per a un experiment de Bernoulli.

Repetim n vegades un experiment de Bernoulli amb probabilitat d’exit p. Considerem la variable
aleatoria X donada pel nombre total d’exits. Llavors,

Ve>0  lim P('%—p' §e> _1. (4.12)

n—oQ
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DEM: X és una variable binomial d’esperanca np i variancia npq. Utilitzant la desigualtat de Txebixev tenim

que
g

Fent el limit n — oo trobem (4.12). &

E—p'ge):1—P(|X—np|>ne)21—npq =1- X

n n2e2 ne2’

La llei dels grans nombres ens diu que en algun sentit hem obtingut (1.5). Només cal considerar
que l'experiment de Bernoulli correspon a veure si es verifica ’esdeveniment A. Llavors X =

Na,n=Ni % és la freqiiencia relativa.

Diem que % tendeix a p en probabilitat si passa (4.12). Amb aquesta nocié de convergencia
veiem, doncs, que les freqiiencies relatives d’un esdeveniment tendeixen a la seva probabilitat.

4.9 Teorema del limit central

Siguin X7, X9, X3, -+ mesures independents corresponents a una variable aleatoria X d’esperanca
m 1 variancia o. La mitjana

X1+ Xo -+ Xy

N n

Y,

n — M . . R . .
tendeix, per a n — oo, a una variable normal d’esperanca 0 i variancia 1.

o/vn

és tal que

4.10 Probabilitat, esperanga, mesura

Els dos aspectes basics en problemes de probabilitat sén I'obtencié de la probabilitat d’un esdeveni-
ment i el calcul de 'esperanca d’'una VA Els desenvolupaments teorics afavoreixen la probabilitat
com a concepte basic 1 deixen ’esperanca com a concepte subsidiari.

En realitat el calcul de valors esperats és I’element principal en moltes aplicacions. De fet
la probabilitat és un cas particular de l’esperanca on la variable és la de Bernoulli associada a
I’esdeveniment. L’objecte fonamental és la mesura que tinguem. Aquesta mesura ens déna els
valors de les probabilitats i de les esperances segons quina cosa mesurem.

El fet que en moltes aplicacions només importi calcular mitjanes es deu a que en aquests casos
es poden negligir les fluctuacions i es pot suposar que les variables prenen valors constants. Aquest
és el cas en sistemes grans (poblacions humanes, mateéria macroscopica) on ’elevat nombre de
components permet aplicar la llei dels grans nombres.
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Part 11

Variables aleatories multidimensionals
1 teoria de ’estimacio
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Capitol 5

Variables aleatories multidimensionals

Analogament al cas unidimensional, una variable aleatoria n-dimensional és una aplicacié X :Q —
R™ mesurable. Es a dir, les antiimatges de borelians de R™ sén esdeveniments de la o-algebra que

tinguem a . Es comprova que si aplicacié és X = (X1, Xo,..., X,) llavors X;, i = 1,...,n sén
variables aleatories unidimensionals. De la mateixa manera, donades varies variables aleatories
unidimensionals, I’aplicaci6 sobre R" donada per X = (X1, Xo,..., X,,) és una VA n-dimensional.

Les variables aleatories multidimensionals també s’anomenen vectors aleatoris.

Essencialment, una VA multidimensional consisteix en el resultat d’un experiment expressat
com una colleccié de nombres reals. Per exemple, seleccionar una persona a ’atzar i mesurar la
seva algcada i pes o mesurar les tres coordenades espacials de la posicié d’un electré en un atom.

En el que segueix, fixarem n = 2 per simplicitat. L’extensié a n arbitrari és directa i la resumim

al final.

5.1 Variable aleatoria bidimensional

Es una aplicacié @ — R? que expressarem (X,Y). Com X 1Y sén VAs direm que tenim una
distribucié conjunta de probabilitat. L’algebra By es pot generar a partir de rectangles [aq, b1] X
[a2,bo] 0, de manera alternativa i com ara ens interessa, amb regions (—oo,a] X (—o0,b]. Les
probabilitats d’aquestes regions les determinen totes.

vll

Figura 5.1: Regié (—o0, a] x (—o0, b].
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5.2 Funcié de distribucié conjunta

La funcié de distribucié conjunta de dues VAs és la funcié
Fxy(z,y)=P(X <ziY <y). (5.1)
Es, per tant, la probabilitat de la regi6 (—o00, x] X (—00,y].
Les seves propietats son:
(1) 0 < Fxy(x,y) <1,

(2) Fxy és una funcié creixent en x i y, és a dir, si 1 < 29 1 y1 < yo lavors Fxy (z1,11) <
Fxy(x2,12),

(3) lim Fxy(x,y)=0, lim Fyxy(x,y)=0, lim Fxy(z,y)=1,
T——00 Y——00 T,Y—00
(4) Fxy és una funcié continua per la dreta segons la x i la y,

(5) Plx1 < X <wzoiy <Y <o) = Fxy(z2,92) — Fxy (22, y1) — Fxv(21,y2) + Fxy (21, y1) (on
xr1 <:E21y1 <y2).

DEM:

(1), (2), (3) 1 (4) es demostren igual que en el cas unidimensional.

(5) Considerem les regions disjuntes A = (z1,x2] X (y1,y2], B = (—o00,z1] X (y1,y2], C = (z1,22] X (—00, y1],
D= (—OO,:El] X (—oo,yl]. Llavors ny(xg,yg) = P(A) + P(B) —|—P(C) —|—ID(D)7 ny(:cl,yg) = P(B) —|—ID(D)7
Fxy(z2,y1) = P(C) + P(D), Fxy(z1,y1) = P(D). D’aquf eliminem P(A) i obtenim la propietat. oo

5.3 Funcions de distribucié marginals

Sén les funcions
Fx(z) = Fxy(z, 0), Fy(y) = Fxy(0,y). (5.2)

Sén les funcions de distribuci6 de les VAs X i Y respectivament.
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5.4 Funcié de densitat conjunta

Si existeix la derivada

0?Fxy (z,y)
0xdy

es diu que X i Y sén conjuntament continuesi fyy s’anomena funcié de densitat conjunta

de les variables X i Y.

Si expressem la propietat (5) de la funcié de distribucié per un rectangle infinitesimal trobem
I’expressié simbolica

Ixy(x,y) = (5.3)

fxy(z,y)drdy= Pz < X <z +dv, y<Y < y+dy). (5.4)
DEM: Fem Taylor fins a segon ordre:
Pa<X<z+Az, y<Y <y+Ay) =
Fxy(z+ Az, y + Ay) — Fxy(z + Az, y) — Fxy(z,y + Ay) + Fxy(z,y)

) B
~ Fxy(z,y) + 5= Fxy(z,y)Az + —Fxy(z,y)Ay

ox oy
10° 10° 0?
to gz bxv (@, y)Az® + §WFXY(%Z/) 920y (z,y)AzAy
0 10°
ny(:c y)—|—a—ny(:c y)A:E—an ZFXY( )A:E

0 1
<ny(:c Y) + 5 Fxv(z,y)Ay + =

0?
(91/ 2 8 QFXY(:E y)Ay ) +ny($,y)

2

= (9x—(9yFXY(x’ y)AzAy. &

fxy verifica les propietats:
(1) fxy >0,

(2) P((X,Y) e A) // fxv(z,y)dzdy, per a tot borelia A C R2.

(3) Fxy(z,y) / / Ixy (2, y)da'dy

(4) /_Z /_Z Ixy (z,y)dzdy = 1.

DEM: (1) es segueix de la propietat (1) de Fxy. (3) i (4) s’obtenen posant en (2) A = (—o0,z] X (—0o0, ]
i A = R? respectivament. Per demostrar (2) podem dividir A en rectangles cada vegada més petits i aplicar (5.4).
Aix0 limita el tipus de conjunt A que podem considerar pero és suficient en la practica i correspon a la integral de

Riemann. Per considerar conjunts més generals cal passar a la integral de Lebesgue. oo

5.5 Funcions de densitat marginals

Sén les funcions de densitat de les variables unidimensionals X 1 Y:

dF d F;
) = Ty = D), (55
0, de manera alternativa
(z) = /_ Ixy(z,y)dy, fr(y) = /_ Ixy(z,y)dz. (5.6)
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DEM: De (5.2) i la propietat (3) de la densitat conjunta obtenim

Pe@) = [ ( /- fxy(x’,y)da:’) dy.

rea) = O ([ e nae’ay= [ et

Exemple 5.1 Una variable bidimensional (X,Y) té densitat conjunta

6x siz>0,y>0,z+y <1,
flz,y) =

0 en cas contrari.

Comprovar que esta ben normalitzada, calcular la probabilitat que X +Y < % i trobar les densitats
marginals.

Comprovem que / / flz,y)dzdy = 1:

1 1—x 1 1—x 1 1 1
// 6:Ed:£dy:6/:n</ dy>d:n:6/(:n—$2)dm: (———>:1.
o Jo 0 0 0 2 3
1 1 1 1
1 3 [27% 2 P
P<X+Y<—>:// 6:Ed:ndy:6/ T / dy | dz
2 o Jo 0 0
1
e [ (N dw—es( L L)L
_6/0 (2 $>dm_6<16 24>_8'

Calculem ara les densitats marginals:

1—x
fX(:n):/ 6zdy = 6(x — z2), 0<z<l.
0
1-y
Ty (y) :/ 6:L"d:1::3(1—y)2, O<y<l.4
0

5.6 Cas discret

Partim de X i Y VA discretes que prenen un nombre finit o numerable de valors x;, y;. La funcié
de probabilitat conjunta és

Pxy(zi,y;) = P(X=2; 1 Y =y;). (5.7)
Les funcions de probabilitat marginals sén

Px(z:) =Y Pxv(iy),  Pr(y) = Pxv(ziy). (5.8)
Yj 5

Com es comprova facilment, les funcions de densitat marginals i les funcions de probabilitat
marginals estan normalitzades a 1 i constitueixen funcions de densitat i probabilitat unidimensio-
nals. En un context bidimensional ’esdeveniment {x} vol dir realment {z} x R. En el cas discret
I’esdeveniment {z;} vol dir realment {z;} X {y1,...,yn}. Els subindex XY, X, etc. en les funcions
de distribucio i densitat conjuntes i marginals es poden ometre si es sobreentenen les VAs i la
notacio és prou clara.
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Exemple 5.2 Una variable bidimensional (X, Y") és tal que X només pren els valors 1,2,31 Y els
valors 0, 1. La seva funcié de probabilitat conjunta és representa en la taula seglient:

X | 1 2 3
0,19 | 0,25 | 0,11
1 [0,13]0,15 0,17

Es a dir, Pxy(1,0) = 0,19, etc. Les sis probabilitats de la taula sumen 1, el que mostra que
Pxy esta ben normalitzada. Per calcular les marginals hem d’anar sumant els valors en les files i
columnes de la taula. Llavors, la funcié de probabilitat marginal de X és Px(1) = 0,32, Px(2) = 0,3
i Px(3)=0,28. Per la Y, Py(0) = 0,55, Py(1) =0,45. ¢

X=1|X=2[X=3
0| 0,19 | 025 | 0,11 |0,55
1] 013 | 0,15 | 0,17 | 0,45
032 | 0,3 | 028

Y
Y

5.7 Principals distribucions multidimensionals

e Trinomial

Es una generalitzacié de la binomial. En un experiment considerem tres esdeveniments A,
Ay i Az que formin una particié de 2. Les seves probabilitats respectives p1, p2 1 p3 verifiquen
p1 + p2 + p3 = 1. Repetim n vegades 'experiment i considerem les tres VA X; = nombre
de vegades que passa A;, 1 = 1,2,3. Com X7 + X2 + X3 = n, en el fons tenim dues VAs
discretes. Si indiquem per n; el valor que pren la variable X; llavors és:

n!

P(ni,n9,n3) = mp?lp?pg:’- (5.9)

on, implicitament, n; + ns + ng = n. També denotarem aquesta expressié per P(ny, n2).

En efecte, el nombre de maneres en que podem situar les ny, ny, ng ocurrencies entre les n
és triar nq de les n i no de les n — ny restants. La resta queden fixades i ng =n — ny — no.

n\ (n—n n!
ni no N n1!n2!n3!

La probabilitat marginal de X és

n—mi
n n—n o
P(n1) = ZP(nl,nz) = <n1>p?1 Z ( e 1>p§2p§ n1—ng
n2

no=0

n _ n _
= ( >p§”(p2 +p3)" M = ( >p§”(1 —p1)" "M
n1 1

que és de tipus binomial. De manera analoga es defineix la distribucié multinomial de la
qual les marginals sén multinomials d’ordre menor.

Exemple 5.3 Es tira una parella de daus 4 vegades. Quina és la probabilitat que la suma
dels dos daus valgui 7 i 8 exactament una vegada?

Indiquem X7, X9, X3 el nombre de vegades que la suma val 7, 8 i qualsevol valor diferent de

71 8, respectivament. Llavors tenim una VA trinomial amb n =4, p; = %, P2 = %, p3 = %.
4! 6 5 (25

2
— . — .. () =0,133.
111121 36 36 > ’ ¢

P(X1:17X2:17X3:2): 36
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e Uniforme.

La distribucié uniforme sobre el domini D ¢ R? ve donada per la funcié de densitat:

K si(x, D,
f(:v,y)z{ () € (5.10)

0 altrament.

on K és una constant. La condici6 de normalitzacié ens déona 1 = K / / dzdy, d’'on K =
D

1
area(D) "
Les distribucions marginals d’una distribucié uniforme no sén uniformes en general.

Exemple 5.4 Considerem una distribucié uniforme sobre un cercle de radi a centrat a 1’ori-
gen de coordenades. En aquest cas D = {(z,y) € R? | 22 + % < a?}. f(z,y) = # sobre D.
La densitat marginal de X és

Var=a? 4 9
fX(iE):/ —dy=—5 a? — z?
—VaZ—zZ Ta Ta

en l'interval [—a, al.

Considerem les variables radi 7 = \/22 + y? i angle § = arctan £, on 6 pren valors sobre un
periode complet. Podem calcular les funcions de densitat d’aquestes variables de la seglient
manera. Considerem 0 < r < r + Ar < a. Llavors

1 2rAr + (Ar)?
P(r< VT @ <7+ AF) = —— (n(r + Ar)? — 7r?) = %2(”
Ta
En el limit Ar — 0 deduim la funci6 de densitat fr(r) =2-5 per a 0 <r < a. Analogament
trobem X N N
PO < arctan 2 <O+ AP) = — (1a®>— ) = —
x ma? 2m 2m

que ens dona la densitat angular fgo(6) = % ¢

e Normal bidimensional.

La distribucié gaussiana es generalitza considerant I’exponencial d’un polinomi de segon grau
en les variables x i y.

1 1 {(z—n;ﬂ? _gpEmmy) rma) | (y=ma)? }

e_ 2(1—p2) o3 o1 D) o5
2ro109/1 — p?

per a —oo < x,y < oco. Els parametres sén les esperances —oo < mq, mg < 00, les desviacions
tipiques 01,02 > 01 la correlacié —1 < p < 1.

f(z,y) = (5.11)

5.8 Independencia de variables aleatories

Es diu que les VA X i Y s6n independents si per a tot parell A i B de borelians de R

P(X€AiY € B)=P(X € A)P(Y € B). (5.12)

Prenent A = (—o00,x] 1 B = (—00,y] tenim que Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y). Fent les derivades
respecte a x i y trobem que si X i Y sén independents

Ixy(z,y) = fx(@)fy(y)- (5.13)
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Es veu facilment a l'integrar aquesta expressi6 sobre la regié A x B que si (5.13) es verifica llavors
les variables X 1 Y sén independents.

Quan X 1Y sén independents es diu que ’espai de probabilitat bidimensional és producte dels
espais unidimensionals de X i de Y. L’operaci6 (5.13) de multiplicar dues funcions d’una variable
per obtenir-ne una de dues variables s’anomena producte tensorial o directe de les funcions fx i
fy. Cal tenir en compte que la situacié d’independencia és particular. En general, el conéixer les
distribucions marginals de X i Y no determina la seva distribucié conjunta.

5.9 Densitat condicionada

La funci6 de distribucié de X condicionada a Y =y és

N ', y)dx’'
Fx(oly) - L= f);:((y) i (5.14)

Derivant respecte a x s’obté la funci6é de densitat condicionada

fXY(:Ev y) )

fx(xly) = (5.15)
fy(y)
Les anteriors expressions només es defineixen quan fy (y) # 0.
DEM:
. OFxy (=,y)
h—0 Ply<Y <y+h) h—0 Fy(y+h) — Fy(y) oyl

La derivada del numerador es calcula amb la propietat (3) de la funcié de densitat. &b

Analogament podem definir fy (y|z). Les funcions de densitat condicionades estan normalitza-
des a 1. Notem que la funcié marginal fx(z) ens déna les probabilitats d’esdeveniments referits a
X quan no sabem res sobre el resultat de la variable Y. La funcié condicionada fx(x|y) ens déna
aquestes probabilitats quan sabem que el resultat de la variable Y és y.

Si X 1Y sén independents, substituint (5.13) en (5.15) tenim, com és d’esperar, que fx(z|y) =
fx ().

5.10 Esperanca condicionada

L’esperanca de X condicionada a que Y val y és

E[X|y| = / rfx (x| y)de. (5.16)
Aquesta esperanca verifica
E[X] = / ELX |yl fy (y)dy. (5.17)

DEM: - - -
E[X] = [m zfx(z)dr = [mx <[m ny(:c,y)dy) dz

-/ ‘: ( / Zx%&%x) = [ Z ( / Oowfx(rcly)dw) Fr (v)dy.

I el terme del paréntesi és E[X |y]. &o
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(5.17) s’interpreta de la segiient manera: per a fer Iesperanga de X podem fem primer 'es-
peranca de X condicionada a Y. Aix0 és una VA (funcié de Y') i 'esperanga de X és 'esperanca
d’aquesta variable. Es a dir,

E[X] = E[E[X|Y]]. (5.18)

Exemple 5.5 Per la variable bidimensional de I’exemple 5.1, calculem E[X |y].
Necessitem primer la densitat condicionada

flzy) _ 2
fry) (A —y)?*

fx(z|y) = O<zx<l-—y

Ara podem calcular

(Y 22 2 v, 2
E[X|y]—/0 $(1_y)2dm—(1_y)2/0 :Ed:n—g(l—y).Q

Exemple 5.6 Generem una VA X uniforme a [3,4] i després una variable Y exponencial de
parametre A = X. Calcular la densitat conjunta f(z,y) i les esperances de X i de Y.

Tenim una variable bidimensional (X,Y") de la que coneixem la distribucié marginal de X i la
distribucié de Y condicionada a X. Aquest és sempre el cas quan generem les dues variables fent
primer una i després, a partir del resultat d’aquesta, la segona. Aixi, el que coneixem per I’enunciat
és f(x) =1pera3d3 <z <4if(y|z)=xe ™ per ay > 0. La forma de (5.15) que ens interessa és
flx,y) = f(y|z)f(x). Llavors f(x, y) =ze ¥ perad<axz<4 y > 0.

També tenim que E[X] =3 =17 B[Y] = E[E[Y | X]] fs ldz=1Ing. ¢

Exemple 5.7 Calculem les distribucions marginals i condicionades de la variable normal
bidimensional (5.11).

1 (z m1)

6_2(1 02 (y— ﬂgz)2 (z=mqy) (y— mz)}
fx (@)= / R T Jdy

2mo1094/1 —

(y—m2) p(m—mﬂ)

02 o1

(fent el canviy — z =

(z—mq)?

- —52)g2 r—m 2
_ e 277 /oo 6_2(1ip2){22_p2( 0'%1) }dz
2ro1y/1 — p? J oo

(z—m )2 (z—m )2
_ 1 2 2 _ 1
2(1*1)2)0'1E pZ(z—mj) 2::)'1z

e
- 2007  Sor(1—p2) = ———
2wo1/1 — p? V(=) V2moq

Per tant, fent un calcul identic per a fy veiem que les distribucions marginals d’una normal
bidimensional s6n normals unidimensionals d’esperances m1 i my i variancies o3 i o3 respectivament.

A partir d’aixo tenim que la densitat condicionada

_ fz,y)
fx(ely) = fr(w)

1 {(z—m)? gpE=m1) (v=ma) | o (y-m2)® }

_2(17p2) o'% o1 o2 O’%

1
= e
V2mo1y/1 — p?

o (e=m1)  (y=mo)\?
e 2(17p2)< o P )

1
C V2roiy/1— P2
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Novament resulta ser una distribucié gaussiana, ara amb variancia o2 = o2(1 — p?) i esperanca
m = E[X|y] =mi + pZt(y —ma).

Resumint, si (X,Y’) és una normal bidimensional:

e X és Normal(mq,01) 1Y és Normal(ms, o9).

X condicionada a Y = y és Normal <m1 + pcr2 y—msa), o1/ 1 >

Y condicionada a X = x és Normal ( ma + p (z —mq),094/1 >

E[X |yl =mi +pZ(y —m2), E[Y|z] = ma + pZ(z — m1).

Comparant f(x,y) amb fx(z)fy(y) deduim que X i Y sén independents si i només si p = 0.4

5.11 Generalitzacidé al cas n-dimensional

Considerem X1, Xo, ..., X,, VAs unidimensionals o, de manera equivalent, una aplicacié mesurable
QO — R™

La funcié de distribucié conjunta és
FXlXZ...Xn(:El, Ly v v vy :L‘n) = P(X1 S 1, X2 S Ly o v vy Xn S :L'n) (519)

Es, per tant, la probabilitat de la regi6 (—00, 1] X (—00, 2] X «++ X (—00, xy].

Diem que les n variables sén conjuntament continues si existeix la funcié de densitat

X1 X X0 (T1, @2, .., X)) = anFXlnglg;i:El"gzn ":En). (5.20)
En aquest cas
Fx,.x,(z1,...,Tn) / / fxyox, (@1, o xp)day - - - day,. (5.21)
Si A és una regié de R"
P((X1,Xs...,X,) € A) / / fxi xox, (T1, T2y - oy Tp)dxrdTy - - - dXy,. (5.22)

Les distribucions marginals s’obtenen integrant a tot R algunes de les n variables. Per exemple,
sik<n

Ixix, (21,0, T) :/ / Ixix, (@1, o ) dTggy - - - doy. (5.23)

Les condicionals s’obtenen dividint la funcié de densitat conjunta per la funcié de densitat
marginal de la condicié. Per exemple,

X1 X0 X, (L1, 22,...,2
leXz..,Xk(:L'l,:EQ,...,:Ek|:L'k+1,...,:En): f 122 ( 172 n) (5.24)
ka+1"'Xn (:Ek-l-lv cey ZL‘n)
Les variables X1, Xo, ..., X, son independents si
[xixpx0 (X1, @2, .- 2n) = fx, (01) fx, (@2) -+ fx, (@) (5.25)

En el cas discret existeixen definicions analogues per les funcions de probabilitat.
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Capitol 6

Funcions de varies variables aleatories

Considerem una variable aleatoria bidimensional continua (X,Y) amb funcié de densitat conjunta
fxy. Una funcié Z = g(X,Y) defineix una nova variable aleatoria que volem estudiar.

Definim les regions
p. = {(z,y) eR? | g(z,y) < 2}. (6.1)

Llavors, la funcié de distribucié Fz(z) = P(Z < z) és
o) = [ [ vty (62)
Pz

F
A partir d’aqui obtenim la funcié de densitat fz(z) = d dZ(z)
2

6.1 Suma de variables aleatories. Teorema de convolucid

Partim de X 1 Y VAs independents i posem Z = X + Y. Llavors, si x designa el producte de
convolucio,

fz=fxx*fvr. (6.3)
DEM:

Figura 6.1: Regié =z +y < z.

Fa) = [ / _ xreydady = / / e sy
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- /,(: fx(@) <[;z fY(y)dy) da.

Derivant respecte al parametre z trobem

2) = [ " Ax@) (e - a)de = (x ) ().

Exemple 6.1 Suma de variables exponencials independents. X Y son variables aleatories
exponencials de parametre A1, Ao respectivament. Z =X +Y.

= / fX(;U)fY(Z - ;U)dm = / Ale_AlmA2e_>\2(z_m)d:U'
—00 0

1— A2

Els limits d’integraci6 0, z apareixen degut a que la densitat exponencial és nulla per argument
negatiu (z < 0,z — x < 0). Igualment, la densitat anterior val 0 per a z < 0.

= A1A26_>\22 /Z e—(>\1—>\2)-’ﬂdm AAIAQ (e—)\gz _ e—)\lz)'
0

El resultat és singular quan A; = A2. En aquest cas recalculem i trobem que (per z > 0)
fz(2) = N2ze™*. ¢

Exemple 6.2 Suma de variables de Poisson independents. En el cas discret tenim que, si
Z = g(Xv Y)a
Py(z)= Y  Pxy(axw) (6.4)
9(Tpyr)=2i

Si X 1Y sén variables de Poisson independents de parametres a; i ao respectivament i Z = X 4+ Y,
llavors Q7 = Qx = Qy ={0,1,...} i

al a2 012 _ —(al—l—ag Z n—k
Z e e T T Kl(n 0‘10‘2
k+l=n

o (ortan (01 F 02)"
n!
Per tant, la suma de variables de Poisson independents de parametres a; i as és una variable de

Poisson de parametre aq + as.

Aquest fet resulta intuitiu ja que si les variables inicials sén el nombre d’esdeveniments en
intervals temporals 77 i 15, llavors la seva suma representa el nombre d’esdeveniments en un
interval 77 4+ T5 (recordem o = AT amb A dependent només del tipus de fenomen). ¢

Exemple 6.3 Suma de variables normals independents. Prenem

_ (z=mq)? _ (y=mg)?

e 20’% e 20’%
x\T) = —F7— Y = ——

Ix(x) ot fr(y) oy

Llavors, utilitzant (6.3),
_(z—m21>2 _<z—z—72nz>2
o0 e 20’1 e 20’2

fxay(z) = dx

—co V2moq \V2moy

00 L)y (2 _|_Z "2 )2 2122__1_(2*“122)2 )
dl'e 2 of o5 2 20’1 20’2
—00

2mo109
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[e.e] 2
. . . _ag2 2 »? .. .
Considerant la integral gaussiana general (D.5) / e FTHbIRC gy — \/ —e2a ¢ i simplificant
a
—o
les expressions que surten, arribem a

1 _ (z=(mq +ma))?

fX—i—Y(Z) - - 2(0’%+o’%)
2r (0 + 03)

Resulta, per tant, que X + Y és una variable gaussiana d’esperanca m = mq + mg i variancia
02 = 0} + 03. Donades constants o i 3, si X i Y sén normals, aX i BY també ho sén. Llavors

aX + BY és una VA normal amb esperanga amy + 3msg i variancia a?0? + 5203, ¢

Exemple 6.4 L’alcada dels homes i de les dones sén VAs normals amb esperances 175 cm i 160
cm, i desviacions tipiques 10 cm i 9 c¢m respectivament. Es tria un home i una dona a l'atzar.
Quina és la probabilitat que ’home sigui més alt que la dona?

Designem H i D aquestes variables. Z = H — D és una variable normal d’esperanca 175-
160=15cm i variancia 102 + 92 = 181. La probabilitat que volem és P(Z > 0) = 1 — Fz(0) =

1 15 _ _
-1 (1 +ort <—ﬂm_1>> — 0,5+ 0,5 erf(0,788) = 0,8675. ¢

6.2 Transformacions a R". Canvi de variables

Considerem ara la distribucié conjunta de dues variables Z i T' construides a partir de X i Y.

{ Z =g(X,Y)

T = hX,Y) (6.5)

Quan la transformacié és injectiva diem que estem fent un canvi de variable. En aquest cas
pensem que tenim la mateixa distribucié de probabilitat expressada en variables diferents.

Recordem la definicié del determinant jacobia

oxr Oz
Oz,y) | 0= ot (6.6)
J(z,t) % % '

Per calcular aquesta expressié s’ha d’invertir (6.5) previament. També es pot calcular conside-
rant que
0 Az, )\ "
(;U? y) — (z7 ) . (6'7)
O(z,y)

En qualsevol cas voldrem expressar-ho en termes de les variables z i £. El seu valor absolut ens
déna el canvi de I'element de mesura.

I(z,y)
d(z,t)

dzxdy = I dzdt. (6.8)

Quan la transformacié és injectiva fzp és nulla en els punts que no sén de la imatge. Pels punts
de la imatge considerem la probabilitat de la regié infinitesimal indicada en la figura.

P(D) = fxy(x,y)dzdy = fzr(z, t)dzdt.

Utilitzant (6.8) trobem

Frr(ant) = v (a2 1), y(2, 1) '
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(X))
(z,1)

Figura 6.2: Canvi de I’element de mesura.

Si la transformacié no fos injectiva en aquesta expressié hauriem de sumar el terme de la dreta
sobre tots els punts tals que (z;,y;) — (z,1).

A vegades es consideren canvis de variable que sén singulars en algun punt. Aix0 no és cap
inconvenient ja que trobem probabilitats integrant sobre regions finites i aquest resultat no depen
del que li passi a la densitat en un punt o corba aillada.

Exemple 6.5
Z=X+Y
T=X-Y
Es una transformaci6 bijectiva de R? (lineal, no singular). La inversa és z = %, y= 22;15
1 1
Ozy) |2 2|__1
J(z,1) 11 2
2 2

Per tant,

- 1
Jzr(2,t) = fxy (z;—t, z2 t> 3 ¢

Exemple 6.6 Aplicar la transformacié de I’anterior exemple a la variable de ’exemple 5.1.

La variable (X,Y) té densitat fxy(z,y) = 6z en el triangle de vertexs (0,0), (1,0), (0,1).

t 1 3
La variable (Z,T) té densitat fzr(z,t) = 6= —21_ ‘5= Z(z + t). Com la ransformacié és lineal,

les rectes es transformen en rectes i la regié on es dona la densitat fzr és el triangle de vertexs

(0,0), (1,1), (1,-1). &

Exemple 6.7 Coordenades polars. Sén R = vX2+Y?2 1O = arctan % Varien 0 < r < oo i
0<6<2n7.

x = rcosf
{ (6.10)

y =rsinf
oz, y) cosf —rsinf
= =7
a(r,0) sind  rcosf

Per tant,
f(r,0) = fxy(rcosf,rsinf)r. ¢
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\e

Figura 6.3: Coordenades polars.

Exemple 6.8 Un punt al pla té coordenades (X,Y) on X i Y sén variables aleatories gaussianes
amb m = 0, 0 = 1, independents. Calcular la probabilitat que la distancia d’aquest punt a l’origen

es trobi entre 11 2.
e ™2 vt/ 1 _
= —¢

fXY(:L'ay) = \/ﬁ : \/ﬁ 2o

1
Passant a coordenades polars, f(r,0) = Te_Tz/zr. La densitat marginal de r és:
T

(a%49?)/2.

2
1
flr)= / — e 240 = re ", r > 0.
0 2
La probabilitat demanada és:

2
Pl<r<2)= / re " 2dr = [—e_rz/z]% —e V2 2 =0,4712. ¢
1

Exemple 6.9 Coordenades esfériques. Partim d’una variable tridimensional (X,Y, Z) i fem el

canvi
x = rsinf cos ¢

y =rsinfsing (6.11)

z=rcosf

0<r<oo, 0<0<m 0<p<2m.

sinfcosp rcosfcosp —rsinfsing
Oz, y, 2
O(r, 0, ¢

= | sinfsingp rcosfsing rsinfcose |=r’sinf.

~— [ —

cos 6 —rsind 0

Per tant, la densitat de la VA (R, O, ®) és

f(r,0,0) = fxyz(rsinécosp, rsin@sin g, 7 cos #)r? sin 0.

Apliquem aix0 a la distribucié uniforme en una esfera de radi a centrada a l’origen. Sobre

1

aquesta esfera f(z,y,2) = 1 —- En coordenades esferiques tenim
3

58



ZA

Figura 6.4: Coordenades esferiques.

per a 0 < r < a. Calculem ara la densitat marginal de R:

226 6 r?
flr)= /0 /0 %77(13 dpdf = 35.

Aquesta densitat es pot calcular també de la segiilent manera. La funcié de distribucié de R és

F(ry=P(R<r)= 2—2, quocient entre els volums de l'esfera de radi r i de tota l'esfera. Per tant
2

flr) = =3 ¢

Els canvis de variable es fan segons les simetries que tingui la distribucié que estem utilitzant.
Quan es fa un canvi cal vigilar no només com varia la forma funcional de la densitat siné també com
es transformen les possibles regions de frontera que tinguem. El canvi que hem fet en la uniforme
sobre una esfera no hagués servit de res en la uniforme sobre un cub ja que la frontera del cub te
una expressio complicada en esferiques. En aquest cas les variables cartesianes sén les més naturals.

Algun tipus de funcions pot requerir un tractament una mica particular com es veu en el segiient
exemple.

Exemple 6.10 Funcions maxim i minim

Donades dues variables continues independents X 1Y es tracta de trobar les propietats marginals
i conjuntes de les variables U = min(X,Y) i V = max(X,Y).

Comencem per les marginals.
Fy(u)=P(U <u)=Pmin(X,Y) <u)=P(X <uoY <u) =
P(X<u)+PY <u)—P(X<uiY <u)=Fx(u)+ Fy(u) — Fx(u)Fy(u)
Fy(v)=P(V <v)=Pmax(X,Y)<v)=P(X <viY <o)
=P(X <v)P(Y <v) = Fx(v)Fy(v)
Les densitats marginals de U i de V' s’obtindrien derivant les anteriors expressions.

La funcié de distribucié conjunta és

Fyv(u,v) =P(U < u,V <v)=Pmin(X,Y) <u,max(X,Y) <o)
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que val 0 si u > v. Si u < v, notem que max(X,Y) < v correspon a la regié (—oo, v] X (—o0,v] i
min(X,Y) <u a R? —(u, 00) x (u, 00) de manera que

Fyy(u,v) = P((—00,v] x (=00, v]) = P((u,v] X (u,v])
= ny(’u, U) — (ny(’u, U) — ny(u, 1)) — ny(’U, ’LL) + ny(u, u))

= ny(u, U) + ny(’u, ’LL) — ny(u, u)

Derivant arribem a .
fxy(u,v)+ fxy(v,u) siu<w

0 siu>v

fUV(uvv) = {

El resultat anterior val encara que X, Y no siguin independents. Siho sén, fyy (u,v) = fx(u)fy (v)+
fx()fy(u) per au <wv. ¢
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Capitol 7

Parametres estadistics de varies VAs

7.1 Esperanca

Generalitzen el teorema de I’esperanca unidimensional. Donades dues VAs X i Y amb funcié de
densitat conjunta f(x,y) considerem la nova VA Z = ¢g(X,Y’). Llavors l'esperanga de Z verifica

E[Z] = E[g(X,Y)] = / h / " g, 9) (e, y)dudy. (7.1)

DEM:

Considerem una particié de R en segments de longitud Az;. Aquesta porta associada una particié de R? en
regions AD, = ¢z, 4Az; — @2, (veure (6.1)) i tenim que

Pz <Z<zi+Az) = // f(z,y)dzdy.
AD,,

Llavors

E[Z] = /70o Zfz( )dZ = hmzzz Zz < Z < Zi + Azz)

= lim Z % // (z,y)dzdy = lim Z // (z,y)dzdy

AD:,

-/ / 9(e0) (e, y)dudy. &

e (7.1) veiem que si o, f € R
Elag(X,Y)+ Bh(X,Y)] = aFE[g(X,Y)] + BE[h(X,Y)]. (7.2)

En particular
E[X+Y]|=E[X]|+ E[Y]. (7.3)

Aquest resultat fonamental facilita el calcul d’esperances, fins i tot en situacions on és impracticable
trobar la funcié de probabilitat o de densitat de la variable suma.

Exemple 7.1 Tirem tres daus. Sigui S la variable que dona la suma dels tres resultats. Que val
la seva esperanca?

Es bastant complicat escriure la funcié de probabilitat de S. Pero S = X7 + Xs 4+ X3 on X és
el valor obtingut en cada dau. Com E[X;] = 1%—1—2-%—1—3-%—1—4%—1—5%—1—6% = % tenim que

E[S] = E[X\] + E[Xs] + E[X3] = 22—1 N
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7.2 Covariancia

La covariancia de les variables X 1 Y és el nombre:
C[X,Y]=E[(X - X)(Y -Y)]. (7.4)
Desenvolupant el producte i utilitzant (7.2) trobem que

C[X,Y]=FE[XY]-XY. (7.5)

Les segiients propietats es demostren facilment:

La segiient relaci6 involucra la variancia i la covariancia. Per a tot parell de variables aleatories
XiY:
VIX+Y]=V[X]|+V[Y]+2C[X,Y]. (7.6)
DEM:
VIX+Y]=E[(X+Y - (X+Y)’ | =E[(X -X)+ (Y - 1))’ =
E[(X =X 2+ -Y) +2X -X)(Y =Y)] = V[X]+ V[Y] +2C[X,Y]. &

7.3 Coeficient de correlacid

El coeficient de correlacié de les variables X 1Y és el nombre:

ClX,Y
p= [ ] . (7.7)
oxXOy
Verifica
lpl< L (7.8)
DEM:

Sigui A un parametre real. Llavors
E(AMX = X)4+ (Y =Y))}] = A20% +2XC[X,Y] + 0% >0

Com el polinomi en X\ és sempre positiu, el discriminant C[X,Y]? — 6%0% < 0. Per tant, |C[X,Y]| < oxoy d’on

surt (7.8). (Aquesta demostracié es la de la desigualtat de Cauchy-Schwartz per productes escalars.) oo

Exemple 7.2 Matriu de covariancies.

Calcular els parametres de d’una variable bidimensional uniforme en la regié R = {(x, ) € R? |
x>0,y>0,2r+y <2}

Com la regié és un triangle d’area 1, fxy (z,y) = 1 en R. Comengarem per calcular les densitats
marginals:

2—y

2—-2x 2=y o
fX(iL"):/ ldy=2(1-z), 0<z<l, fY(y):/ 2 1d$=2?y, 0<y<2
0 0
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Ara és facil calcular tots els moments de X i de YV

1 . 9 2 . 9 —y 2n+1
Mx.n = " 2(1 —z)de = ———F———, m :/ . dy = .
e (xa = VT T )
D’aquf traiem mx = %, 0% = & — (3)> = 15, my = 3, 02 = 2 — (3)> = 2. Calculem també
2—2x 1
E[XY] = / / Ty - 1dyda:—2/ -(1—:c)2d:;::6
dODC[XY] __%%:_ﬁ7p__§
Per qualsevol variable multidimensional (X1, Xo, ..., X},) els parametres de primer i segon grau
es poden organitzar en forma matricial amb un vector d’esperances m = (mx,, mx,,...,mx,) 1

una matriu de covariancies C definida per C; ; = C[X;, Xj].

En el nostre cas m = (mx,my) = (év §)

2 1 =1
- 2 - -1 4 )
POXOY Oy 18 18

7.4 Moments conjunts
FEls moments conjunts de les variables X i Y sén

mj, = BE[X7Y*] = /oo /oo aly¥ £z, y)dudy. (7.9)

Els primers sén mgg = 1, mig = X, mg1 = Y, etc.

Els moments centrals sén

i = B -X00 =T = [ [ @ m o= m) fepdedy. (710)

Els primers sén poo = 1, pro = po1 = 0, p11 = C[X, Y], poo = 0%, po2 = oy, ete.

7.5 Ortogonalitat

Diem que X i Y s6n variables aleatories ortogonals si F[XY] = 0. En aquest cas escrivim X 1 Y.

7.6 Incorrelacio

Diem que X i Y s6n variables aleatories incorrelades si p = 0. Es equivalent a dir C[X,Y] =00
EXY]=XY.

Es donen les segiients relacions

e X iY incorrelades & (X — X) L (Y —-Y).
e X 1Y incorrelades & V(X +Y]|=V[X]|+ V[Y].

e X iY independents = X i Y incorrelades.
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DEM:
La primera és evident a partir de (7.4). La segona prové de la relacié (7.6).

Per la tercera, si X i Y s6n independents f(z,y) = fx(

E[XY] = / / zyf(z,y)dzdy 7/ / zyfx(x) fy (y)dzdy

:[wxfx< )dw[wyfy<> ~XY. 4

Amb una demostracié analoga veiem que en el cas de variables independents E[g(X)h(Y)] =
E[g(X)]E[h(Y)]. Per variables incorrelades aixd només es verifica en general per a ¢ i h iguals a la
funcié identitat. Un cas especial, com s’ha vist en I’exemple 5.7 en son les variables gaussianes:

e Dues variables X 1 Y conjuntament gaussianes, sén incorrelades < sén independents.

Exemple 7.3 Ja s’han vist alguns resultats sobre variables gaussianes. Completem ara el seu
estudi.

Primer, demostrem que, efectivament, la constant p que apareix en la densitat és el coeficient
de correlacié. Per evitar calcular integrals bidimensionals utilitzem els resultats de I'exemple 5.7:

E[X|y] = m1+p (y ma). (7.11)

E[XY]=FE[E[XY|Y]|=E[EX|Y]Y]=F [(ml —I—p (Y m2)> Y]
o o o o
= <m1 - p—1m2> EY]+ p—lE[Yz] = <m1 - p—1m2> meo + p—l(o*% + m%) = myime + poi09
02 () 02 02
d’on s’obté immediatament el resultat.

Ara, trobem una parametritzaeio convenient per una variable bidimensional gaussiana arbi-
traria. Les variables U;nx YU;nY sén normals amb esperanca 0 i variancia 1. Considerem les
noves variables g Xemy | Yomy

= Tox T oy
{ T — X—mx Y—my

ox oy
que sén normals d’esperanca 0 i verifiquen

(o) e | ()
VI =20-p),

E[ZT] = E <M>2 (%)1 —0,

ox
d’on veiem que sén incorrelades. Aixi, unes coordenades especialment utils per treballar amb la
variable bidimensional (X,Y’) s6n

(X —mx) (Y —my)
ox oy

V|Z]=E[Z*)=F

—|—2E[ ]:2(1+p),

V2(1+p) \ oX 7y

X—mX _ Y—my>

_ 1
©V2(1-p) ( 7X 7y
U,V sén variables normals estandarditzades independents.

Notem que

Uz 7J2

2 e 2 1 w402
fUV(uvv) = fU(u)fV( ) \/ﬁe\/ﬁ = EG_T

A Defectuar el pas a les variables X, Y es recupera la densitat normal (5.11).4
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Capitol 8

Estimacio de variables aleatories

8.1 Concepte i criteris d’estimaci6

Considerem un experiment que té associada una variable aleatoria Y. Si repetim un cert nombre
N de vegades aquest experiment obtenim els resultats Y7, Ya, ..., Yy. Estimar la variable Y vol dir
fer una prediccié que s’acosti el maxim possible a aquests resultats.

Suposem que la prediccié resulta ser Cy,Cy,...,Cy. L’error comeés vindra donat per algun
tipus de “distancia” d(Y;, C;). Globalment posarem € = ~ Y. d(Y;, C;). Les prediccions s’haurien
de triar de manera que € fos el més petit possible.

Es poden considerar diferents tipus d’error com, per exemple, d(Y;, C;) = |Y; —C;|. Quan elegim
d(Y;, C;) = (Y; — C;)? diem que estem fent 1’estimacié en mitjana quadratica. Aquesta és la
que considerarem en el que segueix.

Donat que les condicions de ’experiment no varien, les variables Y; sén distribuides idénticament
a la variable Y. Llavors, si els elements C; sén nombres determinats, aquests hauran de ser sempre
el mateix, C; = ¢ per a tot i.

Per una altra part, pot ser que el nostre experiment tingui associades altres variables aleatories
X1, Xo,..., X, de les quals Y no és independent. En aquest cas és convenient estimar ¥ amb una
variable aleatoria de la forma Y = ¢(X1, Xo, ..., X,.). C; seria el resultat i-esim d’aquesta variable.

Com l’error € depeén de variables aleatories, el seu valor no esta fixat. La magnitud que finalment
ens dona la bondat de I’estimacio6 és ’error quadratic mitja:

~

e= Bl = Y B - C)) = BI(Y - TY (8.1)

El procediment a seguir per estimar la VA Y és fixar un tipus d’estimacio Y i minimitzar € per
determinar del tot Y. L’error associat a I’estimacié sera finalment €,,;,. Y s’anomena estimador.

Exemple 8.1 L’experiment consisteix en seleccionar una persona a l'atzar. La variable Y que ens
interessa estimar és 'alcada d’aquesta persona. La seqiiencia de valors Y; consisteix en mesurar
les alcades de varies persones triades a 'atzar, aixo és, fer un mostreig estadistic. S’entén que no
coneixem la distribucié que segueix Y pero notem que al fer-ne un mostreig podem avaluar amb
prou precisio els seus parametres com ’esperanca o la desviacié tipica. Les variables X; podrien
correspondre al sexe, edat, pes, color dels ulls, etc. La idea és avaluar 'alcada de la persona
coneixent, per exemple, el seu pes.¢

Darrera ’estimacié hi han dos possibles objectius. Un és fer realment una prediccié d’un
resultat abans que aquest es produeixi. Per exemple, predir cotitzacions a la borsa. En aquest cas
les variables X; serien els indicadors economics que si que coneixem. L’altre objectiu, relacionat
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amb l'anterior, és establir relacions entre magnituds aleatories. Es clar que no hi ha una relacié
funcional fixa entre el pes i I'algada de les persones. El maxim que podem aconseguir és tenir
una bona estimacié d’una magnitud coneguda 'altra. A vegades el problema és trobar variables
apropiades per fer I'estimacié. Per exemple, en medicina quan es vol establir ’origen o els factors
de risc d’una malaltia.

8.2 [Estimacié per una constant

Estimem Y per Y = ¢ constant. La millor estimaci6 és ¢ = E[Y] i €min = V[Y].

DEM:
€= E[(Y —¢))] =& —2E[Y]c+ E[Y?] = (c— E[Y])* + E[Y? — E[Y]?

= (c— E[Y])* + V[Y],

que es minimitza quan ¢ — E[Y] =0. ¢

8.3 Estimacio no lineal

Estimem Y per ¥ = ¢(X) funci6 a determinar de la VA X. La millor estimacié és ¢(z) = E[Y |z].
DEM:

o= [ w—c)*faysdy = [

—o0

( / T (- ()2 f (v | 2)dy) f(x)de
-/ " (e()? — 2B[Y |2)e(@) + EY?|2)) f (z)dz

— [ (@) = B [a))* + VIY 2] f(@)i,
Com f(x) > 0 la integral es minimitza si ¢(z) — E[Y |x] = 0. L’error minim val [ V[Y |z]f(x)dz. &

La funci6 c¢(x) = E[Y | z] s’anomena corba de regressié. Notem que si intentem mesurar
una relacié fixada entre dues variables pero el que s’obté és una VA bidimensional degut als errors
experimentals, la corba de regressié seria el que prendriem com relacié entre les dues variables.
En aquest cas la corba de regressié fa tornar (regressar) els punts que s’han mesurat al seu lloc
correcte.

Hi han dos casos extrems de ’estimacié no lineal:

e X iY sén independents. Llavors E[Y |z] = E[Y] i ¢(z) = E[Y] que és una constant.

e Y = g(X), és a dir, hi ha la maxima dependencia possible. En aquest cas la funcié de
densitat conjunta es pot expressar f(z,y) = f(x)d(y — g(z)) i s’obté E[Y | z] = g(z). Per
tant, c¢(z) = g(z) 1 €nin = 0.

En el primer cas, la informacié donada per X és irrellevant per estimar Y. Per exemple, tractar
d’estimar 1’alcada mitjancant el color dels ulls. En el segon, X determina completament Y. Per
exemple, estimar l’edat a partir de 'any de naixement. En la practica, ens interessen els casos
intermedis on X déna informacié rellevant sobre Y pero no la determina.

8.4 Estimacio lineal

Estimem Y per Y =aX +bonaibsén constants. La millor estimacié ve donada per
oy oy _
a=p—, b=my —p—mx, Emin=00(1—p?). (8.2)
ox ox

La recta y = ax + b s’anomena recta de regressio.
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DEM: e = E[(Y — (aX +b))?] = E[((Y — aX) — b)?]. Aixi b ha de ser la millor estimacié constant de Y — aX.
Per tant b = E[Y — aX] = my — amx. Ara tenim

€= E[(Y —my) —a(X —mx))?] = d®0% — 2aC[X,Y] + 0%
= a’0% — 2apoxoy + 0% = (aox — poy)’ + ¥ (1 - p%),
que es minimitza quan acx — poy = 0. &
Un es pot preguntar per que fer 'estimacié lineal si la no lineal déna un error més petit. Un
motiu és que I'estimacié no lineal exigeix conéixer la distribucié conjunta de X i Y mentre que la

lineal fa servir només els parametres més basics. També cal notar que en el cas de variables normals
I’estimacié no lineal coincideix amb la lineal (veure (7.11)).

8.5 Principi d’ortogonalitat

Per un experiment fixat, el conjunt de variables aleatories que podem considerar formen un espai
vectorial ja que la suma de VAs i el producte d’una VA per un nombre real sén noves variables
aleatories. Donades Z i T' VAs podem definir 'operacié

< Z,T >= E[ZT). (8.3)

Aquesta operaci6 és bilineal, simetrica, definida positiva i no degenerada. Constitueix, per tant,
un producte escalar en aquest espai vectorial. De fet, aquesta construccié es incorrecta ja que una
variable aleatoria pot no tenir esperanca. Ens restringirem, per tant, a variables per les quals les
operacions considerades existeixen. Aixo vol dir treballar en un espai vectorial més petit.

Si tota la informacié generada per un experiment queda ben codificada en una variable n-
dimensional (X7, X, ..., X,), 'espai de variables aleatories es pot considerar definit com un espai
de funcions Z = g(X1, Xo, ..., X,). La restriccié que considerem sén les de “quadrat mesurable”,
és a dir, aquelles per les que existeix E[Z?].

El producte escalar (8.3) ens defineix una norma || Z| =< Z,Z >3. Lerror quadratic que
consideravem és precisament € = [|Y — Y||?. Per tant, podem usar tecniques dels espais euclidians
quan Y correspon a alguna varietat lineal.

La forma general de I’estimacié lineal és

~

Y =01 X1 +aXo+ -+ anXy, (84)

on a; sén constants i X; son variables aleatories. Quan considerem només una VA fonamental a
part de Y D’estimacio lineal pren la forma:

Y = a1g1(X) + asga(X) + - - + angn(X), (8.5)

on g; son funcions fixades. En aquest cas X; = g;(X).

També pot donar-se que les variables X; s’obtinguin a partir de varies variables. Per exemple, si
X, Z, T s6n variables aleatories, estimador Y = aXT +bT?%Z és lineal amb X; = XT'i X, = T2%Z.

Aixi, (8.4) descriu un hiperpla H, la millor estimaci6 és I’element d’aquest hiperpla més proper
a Y ilerror és la distancia (al quadrat) entre Y i H.

Com se sap, la millor estimaci6 ve donada per la projeccié ortogonal de Y sobre H. Si aquesta
projecci6 és Y tindrem que Y — Y és ortogonal a H. Per tant, (Y —Y) L X;, i=1,...,n. Hem
arribat aix{ al principi d’ortogonalitat (“I’error és ortogonal a les dades”)

<Y-YV.,X;>=0, i=1,...,n. (8.6)
Aquest és un sistema d’equacions lineals que podem escriure
EYX,]=E[YX,], i=1,...n (8.7)

La solucié d’aquest sistema ens dona els valors de a;.
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Figura 8.1: Estimacié lineal.

Exemple 8.2 Tornem a deduir l'expressié de la recta de regressié. Posem X; = ¢1(X) = X,
X9 = go(X) = 1. L’estimador és Y = a1 X + ag. El principi d’ortogonalitat produeix les equacions

<X +ag, X >=<Y, X >
<a1X +as,l>=<Y, 1>

és a dir,
{ a1 E[X?) + aaE[X] = E[XY]

a1 E[X]+ as = E[Y]
De la segona equacié traiem ag = E[Y] — a1 E[X] i

_ E[XY]-E[X]E[Y] CIX,Y] oy
CETEXY-EXPE T 0% oy

que sén els resultats (8.2).

Recordem que la projeccié es pot calcular també a partir d’'una base ortonormal. En aquest
exemple podem prendre X; = X ;;nx , Xo =1 (notem que X; és la X normalitzada) amb el que la
projecci6 és

Y=< X1,V > X1+ < X3,V > X5. ¢

Exemple 8.3 L’estimacié de la forma Y = aX s’anomena estimacié homogenia. Per determinar
a tenim l'equacié < X, aX >=< X, Y > d’on
E[XY]

a= XY (8.8)

De manera més general se sol anomenar estimacié no homogenia a la de tipus Y = a1 X7 +
asXo + -+ apX, + b on b és una constant, si bé no és més que un cas de l’estimacié lineal. ¢

Finalment cal notar que per calcular ’error minim

~ ~ ~

Emin = B[(Y =)’ = E[(Y = Y)Y] - E[(Y = Y)Y] = E[(Y - Y)Y] (8.9)

~

ja que la segona esperanca és nulla (pel mateix principi d’ortogonalitat, (Y — f/) 1Y). Notem
també que €, = E[Y?] — E[Y?] (Pitagores).
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Capitol 9

Entropia

9.1 Concepte d’entropia

Suposem que hem de transmetre cert tipus de missatges i volem mesurar la quantitat d’informacio
que contenen. Aquesta quantitat d’informacié no és tant una caracteristica dels missatges en si
com del conjunt total de possibles missatges. Si hem de transmetre, per exemple, la situacio
meteorologica en cert lloc, caldra molta poca informacié per dir només si fa bon temps o mal temps
mentre que en caldra molta més per fer un informe detallat amb els valor de diferents parametres
atmosferics, etc. La quantitat d’informacié és més gran com més missatges diferents vulguem
permetre. Cal més informacié per comunicar el resultat de la tirada d’un dau que per fer-ho amb la
tirada d’una moneda. Si hi ha NN possibles missatges diferents, la quantitat d’informacié al rebre’n
un és certa funcié H(N).

Si enviem parelles de missatges on el primer admet Ny possibilitats i el segon N possibilitats,
podem considerar que enviem un sol missatge amb N1 Ny possibilitats. La informacié d’aquest
missatge compost ha de ser la suma d’informacions dels seus dos missatges components. Per tant,

esperem que
H(NiNz) = H(N1) + H(N2). (9.1)

La tnica funcié que verifica aixo és el logaritme. Aixi, ha d’haver una constant k tal que

H(N)=kInN. (9.2)

1
Notem que si escrivim k = na’ llavors H(N) = log, N.
na

Des d’una altra perspectiva, representant els missatges amb seqiiencies binaries de B bits podem
distingir 2P missatges diferents. Aix{ podem imposar 22 = N i identificar H(N) amb B = log, N.
Quantitat d’informacié és correspon aixi amb quantitat de bits.

9.2 Entropia i probabilitat

Si un espai mostral 2 conté n resultats equiprobables, la informacié que guanyem al conéixer el
resultat és B = logy n.

Dividim ara Q en dues parts A;, Ay de mides ny, ng. Anomenem U = {A;, A3} aquesta
particié. Si el resultat es troba en A;, el nombre de bits per representar-lo és B; = logyn;, ¢ = 1, 2.
La quantitat d’informacié necessaria per representar el resultat una vegada sabem en quina part
es troba el resultat és la mitjana ponderada p; logy n1 + p2 log, na.

Ara, la informaci6 guanyada en coneixer el resultat és suma de la informacié guanyada al saber
en quina part (A; o Ay) es troba el resultat, H(U), més la informacié associada al resultat quan
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ja sabem en quina part es troba:
logon = H(U) + p1logy n1 + p2 logy no. (9.3)
Utilitzant p; =
logon = H(U) + p1 logy p1n + pa logy pon = H(U) + p1 logy p1 + p2 logy pa + log, n.
d’on
H(U) = —p1logy p1 — p2logs pa. (9.4)

Aix0 ens condueix a definir, per cada particié finita de Q, U = {4;};=1,... n, la seva entropia:

H(U) = —Zpilnpi- (9.5)
=1

Es pren el logaritme neperia per comoditat en els calculs. Per expressar el resultat en bits caldria
dividir per In 2.

L’entropia és un nombre que mesura la informacié guanyada en saber en quin esdeveniment
de U es troba el resultat de 'experiment aleatori. Alternativament, podem interpretar que també
mesura la incertesa que tenim sobre aquest fet abans de coneixer el resultat.

També parlem de ’entropia d’un sistema quan aquest sistema pot trobar-se en diferents estats
amb certes probabilitats. En aquest cas s’interpreta també H com una mesura del grau de desordre
del sistema, ja que un sistema desordenat requereix més informacié per ser descrit.

Historicament el concepte d’entropia apareix a mitjans del segle dinou dins de la termodinamica
(Clausius). Es tracta, aqui, d’'una variable d’estat relacionada amb els intercanvis de calor. La
posterior formulacié de la mecanica estadistica (Boltzmann) lliga ’entropia amb la descripcié pro-
babilistica dels sistemes fisics. A mitjans del segle vint, Shannon utilitza [’entropia com a element
clau en la teoria de la informacié i la codificacié.

Exemple 9.1 En 'experiment de tirar un dau considerem les dues particions U = {{i}}i=1,. 6 1
V' = {parell, imparell}. Llavors:

1.1 1 1
H(V) :—§ln§—§ln§:ln2:0,69,
1.1

El resultat en bits seria 1 en el primer cas (un bit per expressar un resultat dels dos possibles) i
2,58 en el segon cas (amb 3 bits tenim 8 possibilitats, i 6 és una mica menor que 8). ¢

Exemple 9.2 Tirem una moneda amb P(cara) = p. La partici6 és {cara, creu}. L’entropia val
H=—plnp—(1-p)In(l —p).
dH 1
Tenim que e In (— — 1> d’on s’obté un maxim en p = %
p p

Val la pena notar que per a p — 01 p — 1 'entropia tendeix a 0. En els calculs d’entropia
0-1n0 = 0, les parts amb probabilitat nulla no hi contribueixen.

La grafica mostra la funcié H (p).

¢
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Figura 9.1: Entropia en la tirada d’una moneda.

9.3 Particions

Com s’ha vist, 'entropia depén no només de I'experiment aleatori sino també de la particié de I’espai
mostral que es consideri. En aquest apartat definim alguns conceptes referits a les particions.

Una particié de Q és una colleccié d’esdeveniments U = {A; };¢; disjunts dos a dos, tals que la
unié de tots déna Q. En particular, anomenem particié binaria la de la forma {A, A} i particid per
elements a U = {{w}}weq.

Donades dues particions U = {4;}icr 1 V = {B,}jes, direm que V' és un refinament de U si per
a tot j € J existeix algun ¢ € I tal que B; C A;. També direm que V' és més fina que U i escrivim
V < U (veure figura).

~

U V

Figura 9.2: Una particié U i un refinament seu V.

El producte de particions es defineix
U-V = {Ai N Bj}ieLjeJ. (9.6)

on no es consideren les interseccions que donen conjunts buits.

Es veu facilment que W = U -V verifica W < U i W < V. De fet, és el minim refinament comu
a U i V. De la definicié del producte s’obtenen immediatament les segiients propietats:

HU-V=V.U,
2) (U-V)- W=U-(V-W),
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B)UKVVIW=U=<W,

4 VU=U-V=V.

94

U Vv U-v

Figura 9.3: Producte de particions.

Entropia

Considerem particions finites U = {A;}i=1,.. p i, com s’ha vist abans, definim la seva entropia:

H({U) == pilnp:. (9.7)
i=1

on p; = P(A;).

L’entropia verifica les segiients propietats:

1
2

4

(1)
(2)
3)
(4)

L’entropia augmenta al refinar la particié. Es a dir, V < U = H(V) > H(U).
L’entropia augmenta al “igualar” les probabilitats dels elements de la particié.
L’entropia és maxima quan tots els elements de la particié tenen la mateixa probabilitat.

L’entropia d’un sistema compost de dos subsistemes independents és la suma de les entropies
d’aquests subsistemes. Es a dir, si 2 =y x Q2 1 U i V s6n particions de 7 i 2o respectiva-
ment, H({U x V) =H(U)+ H(V).

DEM:

(1)

Donat U = {A;}icr, podem escriure un refinament seu en la forma V' = {Biy;}ier,jes; on {Bij}jes; és una
particié de A;. Definim p;; = P(Bi;) i tenim p; = 3_, pi; = P(A;). Com el logaritme és una funcié creixent:
Inp; =1n kaik > Inp;; per a tot j. Llavors

H(V)==>"> piylnp; > = > pijlnp; ==Y pilnp, = H{).

Considerem dos elements de la particié amb probabilitats p1 < p2. Es tracta de veure que si canviem aquestes

probabilitats per pi + € < p2 — € 'entropia augmenta. La contribucié a ’entropia d’aquests dos termes és

dh(e) P2 — €

h(e) = — 1 — —e€)l —€). Ara, é =In——

(€) = —(p1+e€)In(p1 +€) — (p2 —€) In(p2 —€). Ara, & — o
és major o igual que 1. Per tant, la funcié augmenta amb e.

> 0 ja que 'argument del logaritme

Aplicant la propietat anterior, si no fossin totes les probabilitats iguals podriem fer créixer I’entropia. Llavors
les probabilitats han de ser iguals en el maxim.

Una demostracié alternativa la tenim cercant els extrems de H(pi1,p2,...,pn) = — >, pilnp; sotmesa al
lligam p1 + p2 + - -+ + pp, = 1. Introduint un multiplicador de Lagrange A es tracta de trobar els extrems de
V(p1,p2,... P, A) = — . pilnp; + A(Q_, pi —1). A Dlanular les derivades parcials resulta —Inp; — 1+ A =0
perai=1,2---,ni),,p;=1. La solucid és p; = % per a tot i, corresponent a un maxim.
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(4) U = {Ai}ie[ amb o = P(Az) i1V = {Bj}je] amb Bj = P(B]) Llavors U x V = {Az X Bj}i(:—[’ng amb
P(Az X B) :Oéiﬁj i

HUx V)= =3 aifjlneifly ==Y aifilnoi =Y aifilnfy=—3 a3 fi)nei—3 (3 a:)Binps

ij ij ij i J J

==Y alna;— Y Binp;=HU)+H(V). &
i J

9.5 Entropia condicionada

Si B és un esdeveniment amb P(B) # 01 U = {4;};=1,..» una particid, definim I’entropia de U
condicionada a 1’esdeveniment B:

H(U|B) = ZP (4;|B) In P(A;| B). (9.8)
=1

Donada una altra particié V' = {Bj}j—1,.. m, definim I'entropia de U condicionada a V com la
mitjana ponderada de les entropies de U condicionades als esdeveniments de V:

HU|V) = ZH U|B;)P(B;). (9.9)

Notem que

HU|V) = ZP (A;|Bj)P(B;) In P(A;| B;) ZP (A; N B;) InP(4;|B;). (9.10)
,J

Exemple 9.3 En 'experiment de tirar un dau considerem les dues particions U = {{i}}i=1,. 6 1
V = {parell, imparell}. Ja hem vist que H(U) =In6. Ara:

1.1
H(U|parell) = H(U |imparell) = —3 In 3 3=1In3.

H(U|V) = H(U|parell) P(parell) + H (U |imparell) P(imparell) = In 3.

H(U|V) és ’entropia de U quan sabem a quina part de V' pertany el resultat. En aquest cas sabent
la paritat del resultat només cal distingir 3 valors. D’aqui el In 3. ¢

9.6 Entropia del producte de particions

Donades dues particions U = {A;}i—1,..» i V = {B;};=1,..m tenim:

ZP )InP(A;) = =) P(Ain B;)In P(4;),
1,
H(V)=-)_ P(A;NB;)InP(By),
1,J

jaque >, P(A;NB;) = P(4;) 13, P(A4; N Bj) = P(Bj). Llavors:
H(U)+ H(V) = =) _ P(A;N B;)In P(A;) P(B;). (9.11)
1,J
Per altra banda, tenim:

H(U-V)=—>_ P(A;NB;)InP(A;N By). (9.12)
,J

Es verifiquen llavors les segiients propietats:
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1) HU-V) < HU) + H(V).

2) Si U iV sén independents, H(U - V)= H(U) + H(V).

4) V<U= H({U|V)=0.

(1)
(2)
() HU-V)=HU)+H(V|U)=H(V)+ HUV)
(4)
()

Si U iV sén independents, H(U|V) = H(U).
DEM:

(1) La funcié Inz sempre és convexa i per tant va per sota de qualsevol recta tangent, en particular la que passa
pel punt (1,0), y = x — 1. Llavors, per a tot > 0, Inz < x — 1. Ara:

P(Aqi) P(Bj)

H(U-V)-H ZPA N Bj) P4 B

P(A;)P(By)
< ;P(Ai N B;) <W -1 ;(P(Ai)P(Bj) —P(AiNB;j)=1-1=0.
(2) Si les particions sén independents, per a tot 4, j P(A;NB;) = P(A;)P(Bj). Llavors (9.11) i (9.12) coincideixen.
(3) Utilitzant (9.10):
(AZ N Bj)
HU|V) P(A;NBj)In ————~
v ==2 n P(B,)

= —ZP Ai N B;j)InP(A;N Bj) + Y _ P(A; N B;) In P(B;)
=H(U-V)+ > _ P(B))InP(B;)=H{U-V)—-H(V).

J

(4) V <U = U -V =V. Utilitzant la propietat (3), H(V)=H((V)+ H{U|V)= H{U|V) =0

(5) Utilitzant la propietat (3) i que al ser independents H(U - V) = H(U) + H(V) tenim H(U) + H(V) =
H(\V)+ H{U|V)don HU|V)=H(U). &

9.7 Informacié mutua

La informacié mutua de dues particions U i V es defineix
I(U,V)=H(U)+H(\V)—-H(U-V). (9.13)
A partir de ’apartat anterior es demostren les segiients propietats:
(1) I(U,V) >0
(2) Si U iV s6n independents, I(U, V) =0
(3) I(U,V)=H(U)—- H(U|V).

9.8 Entropia de variables aleatories

Si X és una variable discreta amb funcié de probabilitat Px definim la seva entropia com I’associada
a la particié donada pels possibles valors de X, xj, on k és un index numerable:

H(X)=—=> Px(zx)InPx (). (9.14)
k

Tenint en compte el teorema de l’esperanca, resulta Hy = E[—In Px(X)].
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Exemple 9.4 Calculem l'entropia d’una variable geometrica de parametre p. La seva funcié de
probabilitat és Px (k) = p¢“~! per a k > 1.

plnp+ (1 —p)In(1 —p)
p

Sip — 1, Hy — 0. Efectivament en aquest cas la variable pren un unic valor (X = 1) amb
probabilitat 1.

Hx = E[-In(pg® )] = —E[lnp+(X—1)Ing] = —Inp— (% - 1> Ing=—

Pel contrari, si p — 0, Hx — oco. En aquest limit les probabilitats de tots els valors possibles
tendeixen a igualar-se. Com hi ha infinits valors possibles, I’entropia es fa infinita. ¢

Considerem ara que X és una variable aleatoria continua amb densitat fx. Com X pren valors
en 2x C R que és un conjunt no numerable, farem una particié Up; de 2x a partir d’una divisio
numerable I = {x;}. Aixi Ug = {[zk, Tk+1]}x- Les longituds dels subintervals de la particié sén
Axy = Tpai1 — Tk

Volem definir I'entropia de X a partir de ’entropia de Upy en el limit Axy — 0. En aquest cas
podem aproximar P(X € [xg, zr11]) = fx(zr)Azxy i tenim

(UH ZfX :Ek A:Ek ln(fX(:Ek)A:Ek ZfX Tl lan(:Ek A:Ek —ZfX :Ek A:EkhlA:Ek

El primer terme tendeix a — fx(z)In fx(x)dz. El segon, pero, és divergent. Si, per exemple,
Qx
fem la particié regular, amb Az = ¢ per a tot k, aquest terme es comporta com — fx(z)Indde =
Qx
—Ind — oo per a § — 0.

Aquesta divergencia reflecteix el fet que per descriure un nombre real arbitrari necessitem
infinits bits (seqiiencia decimal infinita). El que farem és utilitzar el primer terme com definicié de
I’entropia d’una variable continua:

_ /_ T (@) In fy (2)da (9.15)

En aquest cas, Hx = E[—1In fx(X)].

En el cas de varies variables conjuntament continues (suposem-ne dues, X i Y amb densitat
conjunta f(z,y)) es defineix 1’entropia conjunta:

H(X,Y) = E[-Inf(X,Y)]. (9.16)

L’entropia condicionada:

ny) == [ ([ st selnar) sway (9.17)

La informacio mitua:

I(X,)Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y) (9.18)
Com passava amb I’entropia de les particions,
H(X,)Y)=H(Y)+ H(X|Y) (9.19)

DEM:

H(X|Y) = / / ffcy <fjg(5/)) dmdy:—[Z[zf(xvy)ln<f;?;§))da:dy
__[w[wf(x,y)lnf(x,y)dxdy+[2[zf(fl%y)lnf(y)dwdy

T s sy s [T s = 1) - ). &
Per tant, I(X,Y) = H(X)— H(X|Y).
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Exemple 9.5 Calculem I’entropia d’'una variable exponencial de parametre .
Notem que si fx(z) = Ke ?®), H(X) = E[-InK + ¢(X)] = —In K + E[p(z))].
Com fy(z) =A™, H(X)=—InA+EMX]=1—In\= 1n§.

Per a A — 0, Hx — oco. En aquest limit la dispersié augmenta i la densitat tendeix a nivellar-se.

Per a A — oo, Hy — —oco. En aquest limit la variable tendeix a la constant 0. L’entropia
hauria de tendir a 0 pero hem sostret un factor infinit al definir 'entropia. Aixo explica el —oco. 4

Exemple 9.6 Sigui (X1, Xo,..., X,,) una variable multidimensional uniforme en una regié D C

1
R™. La seva densitat val W on p(D) és la mesura del conjunt D (longitud, per a n = 1, area,
1

per a n = 2, etc). Llavors
H(X17X27 . 7Xn) = E[_lnf(X17X27 - 7Xn)] = ID/L(D) ’

Exemple 9.7 Calculem les entropies individuals i conjuntes de X i Y conjuntament gaussianes.

—m)?
H(X)=FE [—m \/%01 e - ) ] — In(v3roy) + %

1
Similarment, H(Y) = In(v2mo2) + 7 L’entropia conjunta és

H(X,Y)=F

—1In

_I_
2ro1o9/1 —p2  2(1— 0?) o7 o1 o9 ol

L L {(X—;u>2_2p<x—m1> (Y—m2>+<Y—;n2>2}]

= In(2ro109v/1 — p?) + (1-2p-p+1)=In2r0102v/1 —p?)+ 1.

1
2(1-p?)
1
Amb aixd podem deduir H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y) = 5T In(v2ro1v/1—p?), HY|X) =

1
5t In(v2mo2/1 — p?).

La informacié mitua val I(X,Y) = H(X) — X(X|Y) =In—2—. I(X,Y) és zero quan X i Y

ﬂ
|
he
)

s6n independents (p = 0) i augmenta quant p creix. 4
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Part 111

Processos estocastics
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Capitol 10

Introduccié als processos estocastics

10.1 Definici6é de procés estocastic

Parlem de variables aleatories quan el resultat d’un experiment aleatori és un o més nombres reals
(VA unidimensional o multidimensional). Un procés estocastic és quan el resultat de I’experiment
és una funcio.

Anomenem X (¢) a aquesta funcié. Es corrent, donat el tipus d’aplicacions que es consideren,
interpretar ¢ com el temps. Si ¢ varia sobre tot un interval real (potser indefinit) diem que el procés
és a temps continu. Si només considerem un conjunt numerable de valors ¢;, la funcié constitueix
una seqiiencia X; = X (t;) i diem que el procés és a temps discret.

Un procés a temps discret apareix quan es quantitza el temps en un procés a temps continu. En
aquest cas, el temps entre valors consecutius de ¢; acostuma a ser un valor At petit que s’anomena
interval de mostreig. El valor X; sol ser la mitjana del senyal continu X (¢) al voltant de ¢;. En el
que segueix, els processos son a temps continu mentre no es digui el contrari.

Fixat un valor ¢, X (¢) és una variable unidimensional ordinaria. Com generalitzar el concepte
de funcié de densitat al cas en que els valors de la variable sén funcions és complicat, s’acostuma
a pensar un procés estocastic com una VA que depen d’un index continu.

En moltes aplicacions el procés X (t) representa algun tipus de senyal electric i, per tant, es
representa més comodament amb un nombre complex. Si X (¢) i Y (¢) son processos reals, diem que
Z(t) = X(t) 4+ jY () és un procés estocastic complex.

Un procés estocastic (PE) també s’anomena procés aleatori.

Exemple 10.1 Moviment brownia. Al 1828 el botanic escoces Robert Brown, estudiant par-
ticules de pollen en suspensié en aigua, observa que aquestes feien un moviment molt irregular.
Posteriorment es va veure que aquest moviment també el feia qualsevol tipus de particula inorganica
i, per tant, no era degut al caracter “viu” de la materia. L’explicaci6 del fenomen va haver d’esperar
al 1905. A. Einstein va donar una explicaci6 satisfactoria amb un model estadistic de les collisions
amb la particula de les molecules d’aigua en agitacié termica. El valor mitja de la forca realitzada
sobre el gra en suspensio val zero pero les fluctuacions provoquen un petit impuls instantani que
déna lloc al moviment irregular. La trajectoria de la particula, (X (¢),Y(t), Z(t)) és un procés
estocastic (en R?). ¢

Exemple 10.2 El consum electric d’una gran ciutat al llarg d’un dia és un procés C(t), 0 <t < 24.
El seu caracter aleatori prové del fet que és la suma de moltes petites contribucions aleatories (els
consums individuals). Des del punt de vista de la central que proveeix aquesta energia apareix un
problema natural d’estimacid, important per dimensionar correctament la produccid: si ens trobem
en l'instant ¢1, que valdra C(t) per a t > t; coneguts els seus valors per a t < t174
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Figura 10.1: Simulacié del moviment brownia bidimensional.
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Figura 10.2: Exemples de consum electric.

Exemple 10.3 Una manera senzilla d’obtenir un PE és prendre una funcié ordinaria i introduir-li
parametres aleatoris. Per exemple, suposem que V' i w sén VAs unidimensionals. Llavors X (t) =
V coswt és un PE. ¢

Exemple 10.4 X és una VA uniforme en [0, 1]. El seu desenvolupament decimal X = 0, b1bobs . . .
és un procés a temps discret b;.¢

Hem de pensar que, en general, les funcions resultants en un PE sén molt irregulars. En aquest
sentit 'exemple 10.3 resulta artificial. Encara que per fer calculs illustratius considerarem funcions
regulars que contenen parametres aleatoris com exemple de PE, les mostres mes genuines venen
donades pels tipus dels exemples 10.1 i 10.2.

79



10.2 Realitzacions d’un PE

Considerem el PE X (¢). Si com a resultat de I'experiment obtenim la funcié X;(¢) diem que
X1(t) és una realitzacié del procés. Com veurem més endavant, és important distingir entre les
propietats de les realitzacions (que poden mostrar irregularitats espuries, fruit de les fluctuacions
estadistiques) i les propietats del procés com a collectivitat estadistica.

w
o
]
w

0 1 2
t t

Figura 10.3: Quatre realitzacions d’un procés X (t).

10.3 Funcions de distribucio i1 densitat d’un PE

Considerem un PE X (¢). Fixats els valors ¢y, to, ..., t, tenim una variable aleatoria n-dimensional

(X (t1), X(t2), ..., X(tn)) que anomenem mostra del procés. El procés queda totalment descrit si

coneixem la distribucié estadistica d’aquestes variables per a tots els valors 1, o, ..., t, 1 per a tot
n > 1. (En rigor, aix0 és cert només pels processos anomenats separables. Els exemples d’utilitat

ho sén tots.)

Figura 10.4: Quatre realitzacions i els valors que van prenent X (1)1 X(2).
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Les mostres d’un PE, i, per tant, tot el procés, queden caracteritzades per les segiients funcions.

Les funcions de distribucié d’ordre n:

F($17$27 sy ity ta, . 'atn) = P(X(tl) < $17X(t2) < Z2, .. aX(tn) < :L'n) (101)

Les funcions de densitat d’ordre n:

_ anF($17$27 coy ity la, . 'atn)

3t1,t2, ..y ty) = 10.2
f(ZL'l,ZEQ, y In; U1, 12, ) n) 0x10xy - - - Oxy, ( )

S6n les funcions de distribuci6 i densitat conjuntes de les VAs X (¢1), X (t2),..., X (t,). Les
propietats que involucren les funcions d’ordre maxim n es diu que sén d’ordre n.

La jerarquia de funcions (10.2) esta lligada per relacions de consistencia que estableixen que
unes son les marginals d’altres d’ordre superior.

/ Z fas tyds = 1,

f(z1;t0) :/ f(x1, z2;5t1, t2)dxa, (10.3)
etc.

Les funcions (10.1) i (10.2) sén simetriques sota permutacions dels indexs. Per tant, és suficient
coneixer-les per t1 < to < ... < ty.

10.4 Valor mitja, autocorrelacié i autocovariancia

Soén propietats de primer i segon ordre.

Valor mitja:

m(t) = E[X(t)] = /_00 xf(x;t)dx. (10.4)
Autocorrelacio:
R(tl, tg) = E[X(tl)X(tg)] = /OO /_OO :L'1:L'2f(:L'1, x2; 11, tg)d:L’lde'g. (10.5)

En el cas complex "autocorrelacié es defineix com E[Z(t1)Z*(t2)].
Autocovariancia:
C(tl, tg) = R(tl, tg) - m(tl)m(tg). (106)
Notem que C'i R sén funcions simetriques sota intercanvi t1 < to Si C(t1,t2) = 0, sempre que
t1 # to, es diu que el procés és incorrelat o de soroll blanc.

La poténcia mitjana és la funcié
Pot(t) = R(t,t) = E[X(t)%. (10.7)

Exemple 10.5 Considerem el procés X(t) = e 4, t > 0, on A és una VA exponencial de
parametre A = 1. Calculem el seu valor mitja a través de la densitat de primer ordre.

Notem que, fixat ¢, X (¢) pot prendre valors en l'interval (0, 1) ja que A varia entre 0 i co. La
funcié de distribucié de primer ordre és:

Flait) = P(X(£) < 2) = Pe ™ < 2) = P(A > —% Inz) = ete — o F
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per a 0 < z < 1 (s’ha utilitzat P(A > a) = 1 — F4(a) = e™*%). La densitat de primer ordre és

0 1 1.4
f(z;t) gF(%t)—;:Et , 0<z<l.
0 1 1 1
m(t)Z/_OO:Ef(:mt)d:cz/O Lok m:l/o rhas = L

Pero quan els processos estan definits de manera explicita a partir de variables aleatories sempre
és més facil fer el calcul directament amb el teorema de 1’esperancga:

oo 0o 1
e " fa(a)da = / e e a = / e"tHagg = — ¢
0 0

mit) = B (0] = Bl = [ T

—0o0

Exemple 10.6 Considerem el procés X (t) = V cos(wt+¢) on w esta fixat, V és una VA exponencial
de parametre A = VLO i ¢ és una VA uniforme en [0, 27|, V i ¢ independents.

El seu valor mitja és

2m
m(t) = E[V cos(wt + ¢)] = E[V]E[cos(wt + ¢)] = VO/O cos(wt + ¢)% =0.

L’autocorrelaci6 és
R(t1,t3) = E[V cos(wty + )V cos(wty + ¢)] = E[V?]E[cos(wty + ¢) cos(wty + ¢)]

2 d¢
= 21/02/ cos(wty + ¢) cos(wta + ¢)%
0

2T
= 21/02/0 %[cos(w(tl + t2) + 2¢) + cos(w(ty — tl))]%

= Vi cos(w(ta — t1)).

La poténcia mitjana és Pot(t) = R(t,t) = V2. L’autocovariancia coincideix amb R(t1,2). ¢
0
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Capitol 11

Estacionarietat. Processos estocastics
gaussians i oscilllacions aleatories

11.1 Processos estacionaris

Es diu que X (¢) és un PE estacionari en sentit estricte si la seva distribucié de probabilitat és
invariant sota translacions temporals. Més concretament, les seves funcions de densitat verifiquen

flay, 2o, . xpsty, to, ..y ty) = f(21, @, . sty + Tyt + 7, .oty + 7) (11.1)
per a tot n, t1,ta, ..., ty, 7. O, de manera equivalent, podem dir que els processos X (t) i X (¢ + 7)

tenen la mateixa distribucié de probabilitat per a tot 7.

Aixo implica que les variables X (¢) estan identicament distribuides per a tot ¢. Posant n =1 i
T = —t en (11.1) trobem

f(z;t) = f(=;0). (11.2)

Ambn =217 = —t; trobem
f(x1, a5ty t2) = f(21, 2250, t2 — t1). (11.3)

En general les funcions de densitat depenen només de les diferencies entre els temps ;.

Un PE es diu que és estacionari en sentit ampli si el seu valor mitja és constant i la seva
autocorrelacié depén només de la distancia temporal considerada.

m(t) =m,
R(t1,t2) = R(t; — t2). (11.4)
Una conseqiiéncia és que la poténcia val R(0) constant. La relacié (11.4) es pot determinar

escrivint R(t,t+ 7) i veient si el resultat no depen de t. En aquest cas escrivim R(t,t+7) = R(7).

Posant (11.2) i (11.3) en (10.4) i (10.5) veiem que tot PE estacionari en sentit estricte ho és en
sentit ampli. L’invers no és cert en general.

Una caracteristica de molts PE (estacionaris) és que

lim C(7r) =0. (11.5)

|7|—o0

De fet, hem vist a ’exemple 10.6 que (11.5) pot no complir-se. Pero en l'exemple 10.1 veiem
que la condicié resulta plausible ja que, al ser el moviment continu, per petits increments de temps
les posicions estan molt correlacionades. Per increments temporals grans la particula “oblida” la
posici6 inicial i tenim (11.5).
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X(t)

t t

Figura 11.1: A I'esquerra, procés gaussia no estacionari (m(t) = sint, linia puntejada). A la dreta,
procés gaussia estacionari (m = 1, linia puntejada).

1
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Figura 11.2: A la columna esquerra tenim diferents funcions d’autocorrelacié R(7). A la colum-
na dreta una realitzacié del procés X (t) per a cadascuna d’elles. Podem observar que com més
rapidament s’anulla R(7) més fluctua localment X (¢).

Existeix també una versi6 estadistica de la periodicitat. Es diu que X (¢) és un PE cicloesta-
cionari en sentit estricte si la seva distribucié de probabilitat és periodica sota translacions
temporals. Es a dir, existeix 7" > 0 fixat tal que per a tot k € Z

f(l'lal'%"'axn;tl+kT7t2+kT7"'atn+kT):f($17$27"'axn;tlat%"'atn) (116)

Un PE es diu que és cicloestacionari en sentit ampli si per a tot k € Z
m(t + kT) = m(t),
R(tl + kT, ty + k‘T) = R(tl, tg). (117)

Notem que un PE on les variables X (¢;) siguin sempre independents ens déna una funci6
absolutament aleatoria que dificilment modelara un fenomen real. Per una altra part, tampoc
les funcions tan regulars com les de I'exemple 10.6 sén les que ens interessen. Un PE sol ser
massa complicat perque sigui possible manipular directament les funcions X (¢). El que caracteritza
realment el procés sén les funcions com m(t) i C(ty, t2).
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11.2 Processos estocastics normals

11.2.1 Variable gaussiana n-dimensional

Diem que la VA n-dimensional (X1, Xo,..., X,,) és gaussiana o normal si té la segiient funcié de
densitat:

1
4] * e 3(a=m)T Alw—m) (11.8)
(2m)F
Notem que és I’exponencial d’un polinomi de segon grau en les variables x1, zo, . . ., ;. Com notacio
hem posat x = (z1,2,...,Ty), m = (M1, ma,...,my) 1 A és una matriu n x n (de fet representem
els vectors com matrius columna de manera que entenem l’exponent com un producte matricial
que dona un resultat escalar). |A| és el determinant de la matriu A.

f(:El, Ly v vy :En) =

També es diu que les variables X1, Xo, ..., X, sén conjuntament normals. m i A sén parametres
de la distribucié gaussiana. Determinem a continuacio el seu significat. Per aix0 és convenient fer
un canvi de variable que simplifiqui I’expressié (11.8).

Existeixen VAs Y7,Ys,..., Y, gaussianes independents amb esperanca 0 i variancia 1, rela-
cionades amb les X; a través d’una transformacio lineal no homogenia.

DEM: Com l'exponent de (11.8) és —1 > Aij(xi —mi)(z; — m;) podem prendre la matriu A simetrica.
Perque la densitat sigui normalitzable A ha de ser definida positiva. Com se sap de la teoria d’operadors en espais
euclidians, tota matriu simétrica té tots els seus valors propis reals i diagonalitza en una base ortonormal. Aixi,
existeix una matriu diagonal Aq = diag(a1,as2,...,a,) i una matriu ortogonal de canvi de base P (Pf1 = PT) tals

que
Aq = PAPT.

1
Els valors propis sén a; > 0 ja que A és definida positiva. Aix{, podem considerar la matriu A2 = diag( /a1, /az, ...,
1
V/an). Definint B = AZ P tenim que

1l 1 1 1
A=P"A;P =P AZAZP = (AZP)"AZP = B"B,

i, per tant, |A| = |BTB| = |BT||B| = |B|? d’on |B| = i|A|%.
Fem ara el canvi de variables x — y = B(x — m). Es a dir, z = m + B~ 'y. El seu determinant jacobia és
o) — B~ = |A|7%. Com (xz —m)TA(z —m) = (B(x —m))TB(z —m) = yTy, la funcié de densitat de les noves

a(y)
variables resulta

v

1 n —Zz

|A|2 CL,Ty 1 e 2

seeeyYn) = e 2 Al72 = .
R = L) | (o

Es a dir, les variables Y; sén normals, independents, totes amb esperanca 0 i variancia 1.de

A partir de I’anterior resultat és demostra que m és el vector d’esperances, i donada la matriu
de covariancies Cj; = C[X;, X;], A és la seva inversa:

m; = E[X], A=C (11.9)

DEM: Considerem les anteriors variables Y;. Tenim que E[Y;] = 0, E[Y;Y;] = d;; (la delta de Kronecker §;;
val 1 si 2 =3 ival 0 en cas contrari). Veiem que impliquen aquestes relacions per a les variables originals X;.
0=E[Y]=FE[B(X—m)]=B(E[X]—-m)=E[X]—-m=0
ja que B és invertible. Tenim, per tant, F[X;] = m; que ens ddna el significat del vector m. Ara,

bij = E[Y;Yj] = E[(B(X —m))i(B(X —m));] =

ZBikleE[(X — m)k(X — m)l] = ZszO[XIle]qu;

kel Kl

que, en forma matricial és T = BCBT (I = (6;;) és la matriu identitat) d’on C = B~Y(BT)™' = (BTB)"' = A~".&
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Exemple 11.1 Recuperem els casos coneguts de variable gaussiana unidimensional i bidimensio-
nal.

Si n = 1 els vectors i les matrius es redueixen a un sol valor. A = C[X, X]™! = 072, Aixi,
1

|A|z = L i al substituir-ho a (11.8) s’obté (2.18).
Sin =2 posem (X,Y) en lloc de (X1, X2) i ara

Ao [ CX]D CXY A G R 7 e
Clx,Y] Cly,Y] pPO102 a% 1—p2\ —=2 L )

|C| = 0303(1 — p?), d'on |A|7 = —L

o1024/1—p? )

L’exponent a (11.8) és:

2(1-p?)
Aixi, obtenim la densitat (5.11). ¢

11.2.2 Processos estocastics gaussians

El PE X (¢) s’anomena normal o gaussia si totes les seves mostres sén gaussianes. Es a dir, per a tot
n, per a tot ti,ts,...,t, les variables X (t1), X (t2), ..., X (¢,) sén conjuntament normals. Llavors
les densitats d’ordre n sén:

1
Al3
f(:L'la:EQv"'axn;tlat%"'atn) = | |2 e—%(m—m)TA(:E—m) (1110)

on m i A ara depenen dels ¢;. Concretament, m; = m(t;) i A és la inversa de la matriu d’ele-
ments C(t;,t;). Per tant, un PE normal queda totalment determinat pel seu valor mitja i la seva
autocorrelacid.

11.2.3 Estacionarietat dels processos gaussians

Un PE normal estacionari en sentit ampli també ho és en sentit estricte.

DEM: Si el procés és estacionari en sentit ampli tenim que C(t;,t;) = R(t; — t;) — m? depén només de les
diferéncies de temps. Com tota l'estadistica del procés normal queda determinada en (11.10) per m i C(t,t;) la

distribucié és invariant sota el canvi (11.1). o

11.3 Oscilllacions aleatories

Es tracta de funcions oscillatories que contenen parametres aleatoris. L’exemple 10.3 de I'anterior
capitol n’era un cas. Ara estudiem quan és estacionari el procés

X (t) = Acoswt + Bsinwt (11.11)

on w esta fixada i (A, B) és una VA bidimensional. Tenim que (11.11) és estacionari

e en sentit ampli si i només simyg =mp =0,04 =0pipap=0.
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e en sentit estricte si i només si la distribucié de (A, B) té simetria circular.

DEM:

Si (11.11) és estacionari en sentit ampli
m(t) = ma coswt + mpsinwt = m.

Com les funcions cos, sin i 1 sén linealment independents, ha de ser ma = mp =m = 0.

La funcié R(t,t 4+ 7) no ha de dependre de t. Posant 7 = 0 tenim que R(¢,t) és constant i, per tant, R(0,0) =
E[X(0)’] = E[A®] = 0% coincideix amb R(Z, &) = E[X(£)?] = E[B’] = 0. Diem o al valor comt de o4 i o5.
Tenim també E[AB] = po?. Llavors

R(t,t+7)=E[X({t)X(t+ 1) = E[(Acoswt + Bsinwt)(Acosw(t + 7) + Bsinw(t + 7))]

=02 coswr + po” sinw(2t + 7).
Perque aquesta funcié no depengui de ¢ ha de ser p = 0.

Per veure quan és estacionari en sentit estricte utilitzem coordenades polars A = Rcos©, B = Rsin ©. Llavors
X (t) = Rcos(© — wt).

Si el procés és estacionari en sentit estricte la VA bidimensional (X (t), X (¢t + 7=)) té la mateixa distribuci6 per a
@

tott. Ent =01t = £ tenim les variables (Rcos ©, Rsin©) i (Rcos(© — ), Rsin(© — «)) respectivament. En polars
corresponen a (R,0) 1 (R,0 — a). Aixi, la funcié de densitat no pot dependre de 6, és a dir, tenim simetria circular.

Inversament, si tenim simetria circular, el canvi ©® — © + wt; deixa totes les distribucions invariants. Per tant
la distribucié conjunta de la VA (X (t1), X (t2),..., X (tn)) és idéntica a la de (X (0), X (t2 —t1),..., X (tn — t1)) que

és invariant sota translacions temporals. o
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Capitol 12

Processos estocastics de Poisson

12.1 Processos d’estat continu i d’estat discret

Donat un PE, si X (t) és una VA discreta diem que el procés és d’estat discret. Analogament, si
X (t) és una VA continua diem que els procés és d’estat continu. Al tema anterior consideravem
processos d’estat continu com cas més general. Alguns exemples del present tema sén d’estat
discret, el que vol dir que tenim funcions de probabilitat d’ordre n en lloc de funcions de densitat
d’ordre n, etc.

(WASCERES

Figura 12.1: Processos d’estat continu (esquerra) i d’estat discret (dreta).

12.2 El procés de Poisson

El procés de Poisson és un dels principals processos d’estat discret, d’especial importancia en
comunicacions.

Considerem que a mesura que passa el temps es van produint una serie d’esdeveniments identics
de manera aleatoria. Per exemple, rebre trucades en una centraleta telefonica, arribar vehicles a una
gasolinera o desintegrar-se particules radioactives. Suposem que els esdeveniments es produeixen de
manera independent. Prendrem sempre temps positius comencant a contar en t = 0. Indiquem per
N(t) el nombre d’esdeveniments que s’han produit en 'interval [0, ). El nombre d’esdeveniments
en un interval [tq,ty) és N(ta,t5) = N(tp) — N(ta).

Diem que el procés és de Poisson si

(1) El nombre d’esdeveniments en dos intervals temporals disjunts sén variables aleatories inde-
pendents.

(2) Si N=N(t,t+7),llavors P(N =1) = At +o(7) i P(N > 1) = o(7).
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Tal com vam justificar al parlar de la variable de Poisson (equacié (2.9)) aixo implica que la
VA N = N (tg,tp) té la funcié de probabilitat

P(N=n)=e (12.1)

ona=At,—1t,)in=0,1,...
Fem ara una demostracié més acurada:
DEM: Considerem les funcions ¢, (7) = P(N (ta,ta +7) = n), n > 0. Tenim que

on(T+067) = P(N(tayta + 7+ 7)) =n) = ZP(N(ta,ta +7)=n—k)P(N(ta + 7,ta + 7+ 067) = k),
k=0

on hem utilitzat la primera hipotesi al fer el producte de probabilitats sobre els intervals [ta, ta+7) i [ta+T, ta+7+37).
Per la segona hipotesi del procés de Poisson, P(N (ta+7,ta+7+67) =0) = 1=A07+0(7), P(N(ta+7,ta+74+07) =
1) = X7 4+ 0(67) i P(N(ta + T, ta + 7+ 07) = k) = 0(d7), per a k > 2. Per tant,

wo(T 4 07) = @o(7)(1 — Ad7) + 0(67),
on(T4+07) = on(7)(1 — AOT) + r—1(T)AT + 0(67), n > 1.
d’on

@o(T +07) — (1) o(d7) n(T +07) — pn(7)

= —\ = —Xn — On— , >1
7 po(r) + 2527, 7 (on(r) = s () + 227, 0>
Prenent el limit 7 — 0 arribem al sistema d’equacions diferencials lineals
do(7) dion (1)
= — = - n - Pn— b 2 .
O = o), D = A(pu() —paa(m), n21

on la condicié inicial és ¢o(0) = 1, ¢n(0) = 0 per a n > 1. La primera equacié té solucié

amb 70 =11 7,(0) =0 per a n > 1. No és dificil veure que la solucié és

(A"
Aixi hem arribat a -
on(T) = ( 7:') e, n>0.

Tenint en compte que @n(7) = P(N(ta,ta +7) = n) i prenent 7 =t — ¢, queda demostrada 12.1.

Notem, de passada, que si en lloc de ser A constant fos A(7), arribariem a la mateixa solucié canviant A7 per
ta+7 ’ ’
J o A(T)dT'. &
El PE de Poisson consisteix en prendre com a funcié el nombre total d’esdeveniments produits

en l'interval [0, t):

Fixat ¢, X (t) és una VA de Poisson amb funcié de probabilitat

PX(t) = n) = e D" (12.2)

n!

Es diu que el procés de Poisson és no homogeni quan A depeén de t. El seu tractament és
mostra en 'anterior demostracié. En el que segueix només considerarem el cas homogeni on \ és
constant.

Recordem que la variable (12.2) verifica E[X (t)] = V[X (¢)] = At. Llavors, pel procés de Poisson

m(t) = M, (12.3)
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X(t)

Figura 12.2: Procés de Poisson.

My + Nty sit; <ty
R(ty, ts) = (12.4)

Ao + /\2t1t2 sity > to
DEM: EI valor mitja és m(t) = E[X(t)] = M.

Ara considerem t; < 2. Les variables aleatories X (1) 1 X (t2) — X (¢1) sén variables de Poisson N(0,¢1) i N(t1,12)
independents ja que els intervals sén disjunts. Llavors ’autocorrelacié és

R(t1,t2) = E[X (t1)X (t2)] = E[X (t1)(X (t2) — X (t1))] + E[X (t1)?]
= E[X(t1)]|E[(X (t2) — X (t1))] + E[X (t:1)”]
= E[X(t)E[X (t2)] + E[X (t1)*] — E[X (t1)]* = E[X (t1)]E[X (t2)] + V[X (t1)]
= At1A\t2 + M1
El cas t1 > t2 s’obté intercanviant ¢; i t2 ja que R és simetrica. &

Podem posar R(ti,ta) = Amin(ty,ts) + A2tita. La funcié d’autocovariancia és C(ty,ts) =
Amin(ty,t). La poteéncia és Pot(t) = A\t + A\2t2.

Segons (12.3) el parametre A és el nombre mitja d’esdeveniments per unitat de temps.

12.3 Senyal telegrafic aleatori
Considerem la variable de Poisson N (t). El senyal telegrafic semialeatori és el procés X (t) =
(-1)N®, Es a dir:

X(t) =

1 si N(t) és parell
{ (®) (12.5)

—1 i N(t) és senar

Aixi, X(0) =11 canvia de signe cada vegada que es produeix un esdeveniment. La seva funci6
de probabilitat és

P(X(t)=1)=P(N(t)=0) + P(N(t)=2) 4 --- = e~ (1 + (zi,)z + - > = ¢~ cosh At.
Y (At)? VI
P(X(t)=—1)=P(N(t)=1)+P(N(t)=3)+---=e (At+T+--->:e sinh At.

m(t) = B[X(t)] = 1-e Mcosh At + (—1) - e Msinh At = e 2,
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L’autocorrelacié és
R(ty, tz) = E[X (t1)X (t)] = B[(—1)N W) (—1)N(®)] = p[(—1)N(t)=N(t)] =
E[(_l)N(tLtz))] — o 2A[ta—ta]

ja que (—=1)N = (=1)"N i N(t1,t3) és una VA de Poisson de parametre |t — t1].

Y(t)

1

Figura 12.3: Senyal telegrafic aleatori.
Aquest PE s’anomena semialeatori perque hem fixat X (0). El PE de senyal telegrafic aleatori
és
Y(t) = SX(t) (12.6)
on S és una VA de Bernoulli amb valors 1 i —1 equiprobables, independent de X (¢). Ara

m(t) =0,  R(ty,tz) = e P27l (12.7)

DEM: E[Y ()] = E[S]E[X (t)] = 0, E[Y ()Y (t2)] = E[S*X (t1) X (t2)] = E[X (t1) X (t2)] = e~ 227111 &

12.4 Tren d’impulsos de Poisson

Sigui X (t) un PE de Poisson. El tren d’impulsos associat a ell és el procés

d
Z(t) = —=X(t). 12.8
(1) = LX) (128)
Si els esdeveniments es produeixen en els instants t1, to, . . ., podem representar X i Z com

X(t)=> ult—t), (12.9)

i
Z(t) =) 6(t—t), (12.10)

i

on u 16 sén les funcions de Heaviside i1 Dirac.

(12.10) representa un tipus de soroll de naturalesa impulsiva (shot noise). Els seus valor mitja,

autocorrelacid 1 autocovariancia son:
m(t) = A, (12.11)

R(tl, tg) = \? + /\(5(752 — tl), C(tl, tg) = /\(5(752 — tl). (1212)
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Z(t)

DEM: ) ) )
mit) = E[Z(t)] = B {EX(t)] = ZEX (0] = 2 (M) =\
R(t1,t2) = E[Z(t1)Z(t2)] = E {d%x(tl)d%x(tz)] _ dtjldtzE[X(tl)X(tz)]
= Jinap; Ntz F Amin(t, t2)) = N7+ 23t — 1),
ja que

min(tl, tz) = tlu(tz — tl) + tzu(tl — tz),

d;jz min(tl,tg) = t15(t2 — tl) + u(t1 — tz) — tz(;(tl — tz) = u(t1 — tz) — (tz — t1)5(t2 — tl) = u(t1 — tz),
d2
mmin(tl,tg) = 5(t1 — tz). &

Notem que els processos de senyal telegrafic aleatori i el tren d’impulsos de Poisson sén esta-
cionaris en sentit ampli (veure (12.7), (12.11), (12.12)) mentre que el propi procés de Poisson
obviament no és estacionari. El fet és que I'arribada de fenomens tipus Poisson és estrictament
estacionaria (I’origen de temps és arbitrari) i aixo és el que es manifesta en alguns processos derivats
d’aquesta situacié.

12.5 Distribuci6 dels temps en el procés de Poisson

En un procés de Poisson X (¢) els esdeveniments es produeixen en els instants t1, ta, t3, . ... Consi-
derem les VAs 17,715,735, . .. associades a aquests instants. La densitat de cadascuna d’elles és, per
at>0: .
(A"
t) = A——— . 12.13
() = AT e (12.13)
DEM
It ()"t
Fr,t)=P(T,<t)=PX({#)>n)=1-PX{#)<n)=1-—c¢ 1+ X+ + CEOA
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(posem o = At)

. n—1 . an72
:—)\{—e <1—|—a—|—~~-—|— _1)')+6 <1—|—a—|—~~~+(_2)')]
Lo ™t
= de (n—l)!'&

En particular, notem que fr, (t) = Ae™ . Es a dir, T} és exponencial de parametre \.

La distribucié conjunta de (71,75, .. .,T,) ve donada per la densitat:
f(t1ta, ... ty) = A Mn, (12.14)
peral0<t; <to < - - <t, <o0.
DEM:
Les funcions que considerarem seran 0 quan no es verifiqui 0 < ¢1 < t2 < --- < t, < co. Calculem primer la

distribucié condicionada
F(tk|t1,t2,...,tk71) = P(Tk Stk|T1 =t1, T =ta,..., Tk :tkfl)

= P(N(tp—1,t5) > 1) =1 — e Mete1),

Derivant respecte a t; trobem
f(tk | t1,t2,... ,tkfl) = )\eiA(tkitkfl),

per aty > tr—1.
Ara factoritzem la densitat conjunta a partir de les marginals i les condicionades:
f(t17t27' . 7tn) = f(t”|t17t27' . 7tn*1)f(t17t27' . 7tn*1) =

= f(tnlt te, o tno1) ftno1 |t b2, o tno2) -~ f(ts]te, t2) f(t2[t1) f (1)
— Do Mn—tno1) y o mAltn—1—tn—2) = A(2—t1)y mAtL _ ym—Abn &

Considerem ara les variables que ens donen el temps entre esdeveniments consecutius:

Al :Tl, AQZTQ—Tl,..., An:Tn_Tn—la (1215)
La densitat conjunta de la variable n-dimensional (Aq, Ag, ..., A;) és:
F(81,09,...,6,) = ANle~AOrHd2ttn) (12.16)

perad; >0,i=1,...n.

DEM: La regié 0 < t1 < ta < --+ < tn < 00 correspon a d1, 02, . ..,0, > 0. La transformacié (12.15) és bijectiva
entre aquestes regions i el seu determinant jacobia val 1. Aix{ la densitat s’obté substituint (12.15) en (12.14) que
ens déna (12.16). o

En (12.16) veiem que els temps entre esdeveniments successius A; = T; — T;—1 sén variables
exponencials independents. Aixi T,, = A; + Ay + -+ + A, és la suma de n VAs exponencials
independents.

12.6 Senyals binaris

Un senyal binari és un PE d’estat discret que només pren valors 01 1.

Considerem un senyal binari a temps discret B,,. tal que, per a tot n, B, pren valors 0 i 1 amb
igual probabilitat. Si fixem T hi ha un procés a temps continu equivalent definit:

B(t)=B, sinT<t<(n+1)T (12.17)
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T 2r 3T 4T 5T t

Figura 12.5: Procés binari. Es transmet la seqiiencia 101101. . ..

Un procés d’aquest tipus pot representar la informacio que conté un arxiu informatic. Per trans-
portar aquesta informacié mitjangant un medi electromagnetic (per exemple, una linia telefonica)
resulta més 1til transformar el procés (12.17) en

X (t) = cos(wt +0(1)), (12.18)

on w = 27 fp és la frequencia portadora i

o(t) = {

La transformaci6 (12.18) s’anomena modulacié de freqiiencia o PSK (phase shift keying) i es pot
aplicar a diferents tipus de senyal.

si B(t) =1
si B(t) =0

(12.19)

[SIERENIE
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Capitol 13

Calcul estocastic. Ergodicitat.
Espectre de potencia. Sistemes lineals

Considerem el PE X (¢). Si com a resultat de I’experiment obtenim la realitzacié X;(¢), no sabem
a priori quines propietats té la funcié X;(t). Si volem aplicar operacions al procés X (t) com
la derivaci6 o la integracié, pot ser massa restrictiu voler-ho fer sobre Xj(t). Aixi, relaxem les
definicions exigint només que la propietat es verifiqui en mitjana. Aix0 requereix un nou concepte
de limit.

13.1 Limit en mitjana quadratica

Si X, és una variable aleatoria depenent d’un parametre continu s diem que lim X, = [ en mitjana

quadratica (MQ) si
lim E[(Xs —1)%] = 0. (13.1)

s—a

Si només ens interessa l'existencia del limit i no el seu valor podem utilitzar el criteri de Cauchy
que diu que X convergeix en MQ si

lim FE[(X,, — X,)? =0. (13.2)

S1,82—a

Notem que el resultat del limit [ és en general una VA Llavors es verifica que I'esperanca del
limit és el limit de I’esperanca
E[l] = lim E[X]. (13.3)

sS—a
DEM: (E[l]- E[X])? = E[l— Xs])*> < E[(I-Xs)?] — 0. (S’ha utilitzat que per qualsevol variable Y, E[Y?] > E[Y]?

degut a que la varidncia és no negativa.)

13.2 Continuitat estocastica
Diem que un PE X (t) és continu en MQ si

lim B[(X (t+¢) — X))} =0. (13.4)

Aixo vol dir que fixat ¢t quasi totes les realitzacions del procés sén continues en t. Pero donada
una realitzaci6 aquesta pot tenir diferents punts de discontinuitat. La propietat (13.4) equival a

liHé{R(t +et+¢€) —2R(t+¢€t)+ R(t, 1)} =0, (13.5)
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que es verifica, en particular, si la funcié d’autocorrelacié R(t,t2) és continua. Aixd passa, per
exemple, en el procés de Poisson on R(t1,t2) = Amin(ty,t2) + A\2t1t. En canvi, tota realitzacié
d’un PE de Poisson te un conjunt numerable de discontinuitats.

Existeixen expressions equivalents a (13.4) i (13.5) per a la derivada d’un PE.

13.3 Integrals estocastiques

Concentrem-nos ara en la integracié. La integral (de Riemann) d’una funcié sobre un interval [a, b]
consisteix en el limit de les seves sumes de Riemann quan les particions de l'interval sén cada
vegada més fines. Direm que la integral d'un PE sobre 'interval [a, b] val I si

2
Jim B (ZX At—[) =0, (13.6)

on els t; formen una particié de [a, b]. Si (13.6) es verifica escriurem I = f;X (t)dt.

// (11, t2)dtrdt, (13.7)

llavors el procés és integrable en [a, b].
DEM:

Suposem que (13.7) existeix i utilitzem el criteri de Cauchy. Considerem dues particions, la primera indexada
amb i o 7’ i la segona amb j o 5’

Si existeix la integral

lim
Aty At;—0

ol

hm{Zth, AtzAt/—2ZRtl,t] AtzAt]—FZRt], )At]At/}—O,

7,4/ 33!
ja que cada sumatori tendeix a (13.7). &

f X (t)dt és una variable aleatoria. De la linealitat de I'esperanga i de (13.3) es pot concloure

la propletat
E [/;X(t)dt] = /:E[X(t)]dt, (13.8)

que sera ampliament utilitzada en el que segueix.

Deixem de banda la consideraci6 dels aspectes analitics fins de les anteriors definicions i ressaltem
tan sols que les propietats d’un PE solen determinar-se a partir del comportament de les funcions
de valor mitja i d’autocorrelacio.

Exemple 13.1 El segiient cas presenta una aparent paradoxa. Sigui el procés X (t) =te "t onY
és una variable aleatoria uniforme en [0, 1]. Resulta que totes les seves realitzacions verifiquen

tlim Xz(t) =0

mentre que el seu valor mitja m(t) = F[X ()] = fol te™¥' . 1dy = 1 — e~ tendeix a 1 en 'infinit.
La discrepancia es deu a que el procés no tendeix a zero en MQ. En efecte,
t
lim E[(X(t)—0)?] = hm E[t?e Y = lim —(1 — e ) = 0.
t—o00 t—o0 2

Aixi, si fem la mitjana de moltes realitzacions del procés, s’obtenen valors més alts per a t’s
més elevats. El missatge és que no s’han d’elevar les propietats de les realitzacions a propietats
estadistiques sense verificar-ho. ¢
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13.4 Ergodicitat

Sigui X (¢) un PE estacionari amb valor mitja m(t) = m i funci6é d’autocorrelacié R(t,t+71) = R(7).
Per calcular m podriem fer moltes realitzacions del procés i avaluar la mitjana estadistica

m = lim —ZX (13.9)

n—oo n

En el que segueix estarem interessats en avaluar els parametres del procés no a través de
mitjanes sobre moltes realitzacions siné fent mitjanes temporals d’una sola realitzacié. La mitjana
temporal del procés és

mp =< X (t) >p= —/ X(t (13.10)

mp és una VA ordinaria. La seva esperanca val m.

DEM:
/X dt] /E ]dt——/ mdt =m. &
2T 2T

Un procés ergodic és aquell en que les mitjanes temporals igualen les mitjanes sobre realitzacions
(és a dir, mitjana temporal = mitjana estadistica). Més concretament definim:

mT] =

e Ergodicitat en valor mitja.

X (t) és ergodic en valor mitja si mp tendeix a m en MQ. Es a dir,

lim E[(mr—m)? = 0. (13.11)

T—o00

Aquesta condicié és que U% — 0 quan T — oo, on o és la desviacio de la variable mp:

0% = E[(mr —m)?. (13.12)

e Ergodicitat en autocorrelacio.

X (t) és ergodic en autocorrelacié si el PE Z)(t) = X (t + \) X () és ergodic en valor mitja.
En aquest cas les mitjanes temporals de Z,(¢) ens donen 'autocorrelacié de X ().

Notem que
1 T T
2
= — C(t1,to)dtdto. 13.13
or 4T2/_T/_T(1,2)12 ( )
DEM:

0% = El(mr —m)*] = B

<% /TT(X(t)‘m)dt)Q] = ﬁ[l /; E[(X (t1) — m)(X (t2) — m)]dtidtz,

i la funci6 integrada és C(t1,t2). &

Exemple 13.2 Pel tren d’impulsos de Poisson C(t1,t2) = Ad(t1 — t2).

U% 4T2 / / /\(5 tl —tg dtldtg 4T2 / Adt1 =

Com % — 0 quan T — oo, el procés és ergodic en valor mitja. ¢
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Degut a que considerem processos estacionaris, I’expressié (13.13) es pot posar com

0% = 1 N C(r)(1—- Irl dr (13.14)
791 ) op or ) '

DEM:

Fem el canvi de variable
T=1%t1 —t2
v=1t1

que té jacobia 1 i transforma la regié d’integracié segons el dibuix:

I T
T T
-T
T T 5] T 1
T -T

[ [ cwmanin= [ ([ e [T cmanr

= C(r)(2T + 7)dr + 7 C(r)(2T — 1)dr = 7 C(r)(2T — |7|)dT. &

—2T 0 —2T

13.5 Condicions suficients d’ergodicitat

e Si ffooo C(1)dT < o0 el procés és ergodic en valor mitja.
DEM:

L . C(7) <1 — m) dr < L . C(r)dr — 0
T | oy or )T =3T |,

quan T — co. &

Recordem la propietat |C[X,Y]| < oxoy. En el cas d’un procés estacionari, fent X = X (¢) i
Y = X(t+ 7) trobem que
[C(7)] < C(0).

e SiC(0) <ooiC(7)— 0 quan |7| — 00, el procés és ergodic en valor mitja.
DEM:
Per a tot € > 0 existeix a tal que |C(7)| < € si |7| > a. Llavors

2T

25 = C(7) <1 — %) dr < /2T |C(7)|dr

—2T —2T

§/ |C’(T)|dT—|—/ |C(T)]dT < 2aC(0) + 4Te.
—a a<|T|<2T

Aixi a
oy < TC(O) + 2e — 2¢

quan T — oo. Com aixd val per a tot €, ha de ser o2 — 0 quan T — co. oe
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Exemple 13.3 Estudiar I’ergodicitat del senyal telegrafic aleatori i del shot noise amb els anteriors
criteris.

Pel senyal telegrafic C(1) = e | que té integral finita (= %) Segons el primer criteri, és

ergodic en valor mitja. El mateix es conclou amb el segon criteri ja que C(0) = 1, finit, i C()

—2\|T
s’anulla en 'infinit.

Pel shot noise C(7) = Ad(7) que té integral finita (= \). Segons el primer criteri, és ergodic en
valor mitja. El segon criteri no es pot aplicar ja que C(0) = co. 4

13.6 Espectre de potencia d’un procés estacionari

La densitat espectral o espectre de potencia d’'un PE estacionari és la transformada de Fourier de
la funcié d’autocorrelacio.

S(f) = / R(1)e %7 qr. (13.15)
Invertint (13.15) trobem

R(7) = / S(f)e?2m I df. (13.16)
Com, per processos reals, R(—7) = R(7), si fem el canvi de variable 7/ = —7 en (13.15) trobem

que S(f) és real.
DEM: S(f) _ ffooo R(T/)ejZTrfq—/dT/ - S* (f) *

Com S(—f) = S*(f) = S(f), S(f) és una funci6 parella. Recordem que la poteéncia mitjana
era

RO) = [ s, (13.17)
S(f) és, en efecte, la densitat de poteéncia distribuida segons el contingut en freqiiéncies.

Exemple 13.4 Shot noise.

Notem que al ser la transformada de Fourier de §(7) igual a 1 la inversi6 ens déna la representaci6
integral de la § de Dirac:

5(r) = /OO eI Iy, (13.18)

En el cas dels impulsos de Poisson era R(7) = A2 + A\d(7) d’on

S(f) = / ) N2+ XN(7)e 2™ Tdr = N26(f) + X. ¢

—0o0

Exemple 13.5 Senyal telegrafic. Es R(7) = exp{—2A|7|} i

S(f) = / e 2Tl g=i2nfT g — 2/ e 2 cos(2m fT)dT A ¢

0 R CIEEPTh

13.7 Sistemes lineals

Considerem un PE X (¢). Igual que una variable aleatoria X déna lloc a noves variables fent
transformacions del tipus Y = g(X), podem transformar el procés X (¢) per obtenir el nou PE Y (¢).
Diem L a aquesta transformacié que anomenarem sistema i escrivim Y (¢) = L[X (¢)]. Graficament
ho pensem com un objecte que rep una entrada X (¢) i torna una sortida Y (¢).
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Xoy—=| L |— I

Figura 13.1: Sistema lineal.

Un sistema és determinista si fixada la realitzacié de X (¢) que entra, la sortida queda ja
determinada. Si, pel contrari, una mateixa entrada pot donar lloc a sortides diferents diem que el
sistema és estocastic. En el que segueix només considerem sistemes deterministes.

Un sistema és sense memoria si el valor de Y (¢) per cada t depén exclusivament del valor de
X (t) pel mateix t.

Un sistema és lineal si

LIMXq(t) + A Xo(t)] = ML[X1(1)] + A2 L[Xa(2)], (13.19)

on A1, A9 poden ser variables aleatories pero no dependre de t.

Un tipus particular de transformacié és la translacié temporal definida

TX ()] = X(t — a). (13.20)

Un sistema és invariant en el temps si LT, = T,L per a tot a. Aix0 es pot expressar de
manera equivalent dient que si X (t) déna la sortida Y (¢) llavors X (t — a) déna la sortida Y (t — a).
Si pensem L com un dispositiu fisic que transforma un senyal, la invariancia en el temps vol dir que
la constitucié d’aquest dispositiu és identica en tot . A partir d’ara considerem només sistemes
lineals invariants en el temps.

Definim la funcié de resposta impulsiva h d’un sistema lineal com

h(t) = L[5(t)]. (13.21)

Coneixent A tenim que una resposta arbitraria es pot determinar fent una convolucio:

LIX(8)] = (h+X)(2). (13.22)
DEM:

LIX(t)]=L {/j; ot — T)X(T)dT] = /Oo L[6(t — 7)] X (r)dr

—o0

_ /jo h(t — 7)X (1)dr = (h* X)(1). &
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13.8 Valor mitja, autocorrelacié i espectre de poténcia d’'un PE
transformat linealment

Un procés estocastic X (t) es caracteritza principalment per les funcions valor mitja m(t) i auto-
correlacié R(t1,t2). Si tenim altres processos definim en general la funcié de correlacié de X () i
Y (¢)

Rxy(t1,t2) = E[X(t1)Y (t2)]. (13.23)

La funcié d’autocorrelacié de X (t) s’escriu ara Rx x(t1,t2). També indicarem el seu valor mitja
mx (t). L'operacié L es fa sempre sobre funcions d’una variable. Quan el seu argument té dues
variables posem L1 o Lo per indicar que considerem la funcié de la variable ¢ o to deixant I’altra
com a parametre.

El segiient resultat indica com obtenir els parametres de Y (¢) = L[X (¢)] a partir dels de X ().

my () = Limx (8], (13.24)
RXy(tl,tg) = LQ[RXX(tl,tQ)], (13.25)
Ryy (tl, tg) = Ll[RXy(tl, tg)]. (13.26)

DEM: N N
my(t) = E[LIX(t)]]=FE [[ h(t — T)X(T)dT] = [ h(t — T)E[X (7)]dT

= /jo h(t — ymx (r)dr = (h* mx)(t) = Llmx (t)].

oo

ny(tl,tz) = E[X(tl)Y(tz)] =F [X(tl) /;XJ h(tz — T)X(T)dT] = / h(tz — T)E[X(tl)X(T)]dT

= /°° h(t2 —T)Rxx(tl,T)dT = Lz[RXX(tl,tZ)]-

oo

Ryy(tl,tz) = E[Y(tl)Y(tz)] =F |:/;XJ h(tl — T)X(T)dTY(tz)] = / h(tl — T)E[X(T)Y(tz)]dT

—o0

= /Oo h(tl — T)ny(’r, tz)dT = Ll[ny(tl,tz)]. &

Finalment trobem D’espectre de potencia de Y(t), Sy (f) a partir de Sx(f). X (¢) és ara un
PE estacionari amb funcié d’autocorrelacié Rx x(t1,t2) = Rxx(t2 — t1). Definim la funcié de
transferencia del sistema H (f)

Hf) = /_ ()2 g (13.27)

Llavors tenim el seglient resultat:

Sy (f) = [H(f)?Sx(f). (13.28)

Abans de demostrar-ho recordem el teorema de convolucié. Si les funcions f(¢) i g(t) tenen les
transformades de Fourier F(f) i G(f) llavors el seu producte de convolucié (f*g)(t) té transformada
de Fourier F'(f)G(f). També tenim que f(—t) es transforma en F*(f).

DEM:

L’espectre de poténcia de Y (t) s’obté fent la transformada de Fourier de Ryy (t).

ny(tl,tz) :/ h(tz —T)Rxx(tl,T)dT
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oo

= /Oo h(tz —T)Rxx(’r —t1)d7‘ :/ h(tz —t1 — T)Rxx(T)dT,

—o0
on hem fet servir que Rxx depen només de la diferéncia de temps i hem fet el canvi de variable 7 — 7 + ¢1. Aix{
veilem que Rxvy (t1,t2) depén només de t2 — t1. Ara obtenim

Ryy (t1,t2) = / h(ti — T)Rxy (7, t2)dr

oo

= /00 h(ti — 7)Rxy (t2 — 7)dT = / h(ti — t2 — 7)Rxy (—7)dr.

—o0

Aixi veiem que Ryy s’obté de la convolucié entre h(t) i Rxy (—t) i Rxy(t) s’obté de la convolucié entre h(t) i
Rxx(t). Passant a transformades de Fourier

Rxy(—t) — [H(f)Sx ()" = H*(f)Sx(f)
Ryy(t) — Sy (f) = H(f) - H*(f)Sx(f) = |H(f)[*Sx(f). %

Exemple 13.6 Circuit L-R.

A

X(1) @ 1 Y
[

0

Figura 13.2: Circuit L-R.

Considerem el sistema format per una resisténcia r i una bobina d’inductancia [. L’entrada al
sistema és el voltatge aplicat al circuit donat pel procés X (t). La sortida és la intensitat de corrent
que hi circula Y (¢). Calculem la transformacié Y (t) = L[X (¢)] i trobem com varia 1’espectre de
poténcia.

Donat X (t) calculem Y (¢) resolent l’equacié diferencial del circuit

l%(t) LY (t) = X(b). (13.29)

La solucié de I'equacié homogenia és Y () = Ce™ 7t on C és una constant. Ara trobem una
solucié particular de I’equacié completa per variacié de constants Y,(t) = C(t)e” " que implica al
substituir en (13.29)

1t
o) = 1 / ¢ X (r)dr.
Llavors la solucié general de (13.29) és
AP Y L
Y(t)=Ce T+ / e~ T X (1) dr. (13.30)

En (13.30) el primer terme és un transitori que desapareix passat un cert temps. Considerem
com a sortida la corrent quan s’ha arribat a la situacié estacionaria i, per tant, fem C = 0 en
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(13.30). Comparant amb ’expressi6 general

trobem 1
(D) = +eFu(t
Ara tenim . .
H(f) :/ je_%tu(t)e_ﬂ”ftdt: 7/ e~ (THiznf)t gy
oo )
_ 1
T orginf
Llavors (13.28) ens déna
S
Sv(f) = 5 XU)
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Capitol 14

Cadenes de Markov

14.1 Processos i cadenes de Markov

Un procés estocastic X (), és una variable aleatoria que depén d’un index t que pot ser continu
o discret.

X (t) és un procés de Markov si, donat el present, el futur és independent del passat. Es a
dir, donada qualsevol collecci6 ordenada d’instants t; < ty < ... < t, < tp41, la variable X (¢,41)
condicionada a les variables X (t1), X (t2), ..., X (t,) coincideix amb X (t,,41) condicionada a X (t,).

Diem que X (¢) és una cadena de Markov si és un procés de Markov d’estat discret. Es a
dir, per a cada t la variable X (t) és discreta. Una cadena de Markov pot ser a temps continu, si
t varia de manera continua, o a temps discret si ¢ pren només una seqiiencia discreta de valors
to,t1, ta, . . .

En el que segueix tractarem només cadenes de Markov a temps discret.

14.2 Cadenes de Markov a temps discret

Considerem un sistema que es pot trobar en cada instant t = 0,1,2,... en un i només un dels
estats s1,$2,...,5,. Anomenem X; a l'estat en que es troba el sistema en l'instant ¢ (escrivim
X; = s; si en U'instant ¢ el sistema es troba en l’estat s;). La variable X; es descriu amb el vector
de probabilitats P(t) = (Pi(t), Px(t), ..., P,(t)) de manera que P;(t) = P(X; = s;). Aquestes
probabilitats s’anomenen probabilitats d’ocupacié dels estats.

El ser una cadena de Markov equival al fet que les probabilitats de trobar-se en els diferents
estats en l'instant ¢t + 1 depenen de l’estat en que es trobava en l'instant ¢ pero no dels estats
en instants anteriors. Aixi, I'objecte principal sén les probabilitats condicionades P(X;11 = s; |
Xy =s;) pert >0,1<1i,j<wv. Diem que la cadena de Markov és homogenia si les anteriors
probabilitats no depenen de ¢t. En el que segueix només considerem aquest cas.

Definim les probabilitats de transicié:
pij = P(Xip1 = 55| Xy = s3). (14.1)

pi; €s doncs la probabilitat de passar de 'estat ¢ a l'estat j passada una unitat de temps. Aquestes
probabilitats defineixen una matriu quadrada que s’anomena matriu de transicio:

P11 P12 --- P
P21 p22 ... D2

M= . (14.2)
Pvi Pv2 --- DPww
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Notem que la matriu M esta formada per components no negatives i la suma dels elements de
cada fila val 1. En efecte:

14 14
Zpij = ZP(XtH =sj| Xy =5;)) =1 (14.3)
=1 =1

ja que el conjunt d’esdeveniments X; 1 = s;,1 < j < v formen una particié de I’espai mostral.
En general, tota matriu amb elements no negatius que sumin 1 en cada fila s’anomena matriu
estocastica.

Utilitzant el mateix tipus de particio veiem que les probabilitats de transicié després de n passos
sén:
P(Xt—l—n = Sj |Xt = Si) = (Mn)w (144)

DEM: Per induccié. Si n =1 és cert (férmula 14.1). Suposem que és cert per a n — 1. Llavors

P(Xtin=s;|Xe=5) =Y P(Xtyn =5;| Xepn1=5t)P(Xepn1 = s | Xy = 1)

k=1

Do (M i = (M")ij. &
k=1

Exemple 14.1 Cada dia pot ploure o no amb certes probabilitats. Si un dia plou, la probabilitat
que plogui el segiient val 0,3. Si un dia no plou, la probabilitat que no plogui el segiient val 0,9. Si
el dilluns plou, calculem la probabilitat que plogui cadascun dels restants dies de la setmana.

Es tracta d’'una cadena de Markov amb dos estats s; = “No plou” i so = “Plou”. Les proba-
bilitats de transicié sén: 0,9 peral — 1,0,1 peral — 2,0,7pera 2 — 1, 0,3 per a 2 — 2. La

matriu de transicions és
0,9 0,1
M = .
0,7 0,3

Aix{ la probabilitat que plogui el dimarts si ha plogut el dilluns és I’element pos = 0,3. Per la resta
de dies necessitem les potencies de la matriu M.

) 0,88 0,12 5 0,876 0,124 . 0,8752 0,1248
M? = . M= . Mt= .
0,84 0,16 0,868 0,132 0,8736 0,1264
s 087504 0,12496 A6 — 0,875008 0,124992
~\ 0,87472 0,12528 |’ ~\ 0,874944 0,125056 |

Per tant, si ha plogut el dilluns, la probabilitat que plogui el dimecres val 0,16, el dijous val 0,132,
el divendres val 0,1264, el dissabte val 0,12528 i el diumenge val 0,125056. ¢

Exemple 14.2 Una particula es mou segons els punts d’un reticle unidimensional representats per
coordenades enteres. A cada pas la particula pot quedar-se al seu lloc o desplacar-se a un dels dos
vertexs adjacents.

Considerem el cas on tenim 4 vertexs. En els dos interiors (estats 2 i 3) la particula passa
a qualsevol dels dos adjacents amb igual probabilitat % En els exteriors (estats 1 i 4) passa a
ladjacent amb probabilitat 1 (parets reflectants).

La matriu de transicio és

010 0
1 1
L g L g
2 2
M=1431¢91|*
2 2
001 0
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14.3 Graf de transicions

Una manera de representar les probabilitats de transicié és a través d’un graf dirigit, on els vertexs
representen els estats i, si la probabilitat p;; > 0, tracem una aresta dirigida del vertex s; al s;
etiquetant-la amb el valor p;;. Aquesta representaci6 és 1til quan la matriu de transicié té molts
ZETOoS.

Exemple 14.3 Dibuixem el graf corresponent a I’exemple 14.2:

1 1/2 1/2

14.4 Evolucié de les probabilitats d’ocupacié

Partim d’una situacié inicial, £ = 0, on coneixem les probabilitats d’ocupacié dels diferents estats:
P;(0), 1 < i < v. La matriu de transici6 permet trobar aquestes probabilitats en un instant donat
si coneixem les de I'instant anterior:

v v
Pi(t+1) = P(Xep1 = 5:) = Yy P(Xey1 = s Xo = 5;) P(Xy = 55) = > Pi(t)pji = (P(t)M);,
j=1 j=1

(14.5)
Aixi, el vector de probabilitats en t + 1, P(t + 1), és el vector fila P(t) multiplicat per la dreta per
la matriu M. Iterant aquest procediment arribem a

P(n) = P(0)M™. (14.6)

Transposant 'anterior relacié podem fer el calcul equivalent a partir del vector columna de proba-
bilitats:

Pn)" = (M™)TPO)"T =M ")P0)". (14.7)

Notem que la matriu M"™ també és una matriu estocastica, aixi que les seves files sumen 1.

Exemple 14.4 La particula de 'exemple 14.2, en t = 0, té probabilitats % de trobar-se en els

vertexs 2 i 3. Trobem les probabilitats d’ocupacié després d’una i de dos transicions.

Després de la primera transicio:

0 1 0O
11 1010 1111
P(1)=PO)M={0,-,=,0 2 2 S
)= P = (0.5.5.0) R (3313
0 01 O
Després de la segona transicié:
0 1 0O
1111 1010 1 1
P(2) :P(l)M: VR EEEE > 1 > 1 = <_7§7§7_>
4 0 5 0 35 888
0 01 O



Alternativament, haguéssim pogut calcular la matriu de transicié per dos passos:

1 1
1o tlo
3 1
M2 — 0 7 0 3
- L g 3 9
4 4
1 1
0 3 0 3
1 obtenir
1o tlo
11 0o 32 o 1 1331
P(2)=PO)M?=1(0,=,=.0 4 T |1 (2222
@=ron=(0550)| Y 0y o= (bees) o
1 1
0 3 0 3

14.5 Classificacio dels estats

Diem que es pot passar de l'estat s; a 'estat s; si existeix algun n > 1 tal que (M™);; > 0.

Diem que els estats s; i s; estan comunicats si es pot passar de s; a sj i de s; a s;. La relacié
“estar comunicats” és d’equivalencia, de manera que el conjunt d’estats queda dividit en classes
disjuntes. Dins de cada classe els estats estan comunicats entre ells.

Si el sistema es troba dins d’una classe i I’'abandona, ja no hi pot tornar (si no, tindriem dues
classes comunicades i, per tant, serien la mateixa classe). Aixi, ’evolucié temporal condueix el
sistema a classes que no es possible abandonar. Els estats d’aquestes classes s’anomenen essencials
o recurrents. La resta d’estats s’anomenen secundaris o transitoris. Notem que un estat s; és
transitori si existeix un estat s; tal que es pot anar de s; a s; ((M");; > 0) perd no es pot anar de
sjas; ((M™);; =0 per a tot m).

Diem que el sistema és completament ergodic si, sigui quin sigui 'estat de que partim, hi
ha una probabilitat no nulla d’arribar en cert nombre de passos a qualsevol altre estat essencial,
i les probabilitats d’ocupacio dels estats s’acaben estabilitzant. Aquest és el significat del terme
“ergodic”: el sistema recorre tots els estats essencials al llarg de I’evolucié temporal. Aixo implica
que només existeix una classe essencial, tots els estats essencials estan comunicats, i no hi ha
rotacions cicliques dins d’aquesta classe.

14.6 Caracteritzacio de ’ergodicitat per probabilitats limit

Una cadena de Markov és completament ergodica si es verifiquen les segiients condicions:

(1) Existeixen els limits p; = lim Pj(n).

n—oo

(2) Els anteriors limits no depenen de les probabilitats inicials P;(0).

Aix0 vol dir que sigui quina sigui la distribucié inicial de probabilitats, al llarg del temps el sistema
evoluciona a un vector fix de probabilitats P(oc0) = (p1, pe, .- .,pv). Ates que

P(n+1)=P(n)M, (14.8)
prenent el limit n — oo, i tenint en compte que lim P(n + 1) = lim P(n):
P(o0) = P(c0) M. (14.9)

Transposant, veiem que el vector columna de probabilitats limit és un vector propi de la matriu
M7 amb valor propi 1 (un punt fix de la transformacié, per tant):

P(o)" = M"P(c0)". (14.10)
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Recordem que els valors propis de M i M sén els mateixos, perd no els vectors propis. El
procediment per trobar el vector P(0o) és cercar un vector del nucli Ker(M " — I) i normalitzar-lo
de manera que les seves components sumin 1.

Com l'equacié (14.6) era

Pi(n) =Y P;(0)(M™);i.
J
la condicié d’ergodicitat és
pi = P;(0 (lim M”)
%: O, ji

i, al ser el limit independent del vector P(0) (prenent P(0) amb un 1 en la posicié j i la resta zeros)

P = (lim M”) .
n—oo i

Es a dir, lim M™ té totes les files iguals al vector (p1,02y -y Pv)-

n—oQ

Exemple 14.5 Un sistema amb dos estats té probabilitats % de passar de s a s9 i % de passar de
so a s1. Calcular la matriu M™ i determinar si el sistema és completament ergodic.

Més endavant veurem criteris per concloure si un sistema és completament ergodic. Ara anem
a fer el calcul complet per deduir-ho explicitament.

o

Per calcular la seva n-ésima poténcia anem a diagonalitzar-la. El seu polinomi caracteristic és

La matriu de transicio és

(W Wl
= oI

enr(N) = det(M — AT) = 375 S
SR I T T W R UM T
Les seves arrels soén els valors propis: Ay =1, Ao = —%. Els vectors propis sén v; € Ker(M — 1) i
vy € Ker(M + 51).
_2 2 5 3 2
o 3 3 o [ 43
M_I_<§ _§>’ M+12I_<§ g)'
4 4 4 3

Triem vy = (1,1) i v = (8, —9). Llavors és M = CMyC~! on la forma diagonal és

u (1 0)
d — 5
0 —15

i la matriu de canvi de base

C

I
7
_ =
|
©OO
~
9
—
I
—_
Sl=
7
— O
|
L, oo
N~

Ara tenim M" = C’MC?C’_I:

e (U5 (0 a2 ) (e

Ara podem calcular



Veiem doncs que el limit existeix i que les dues files tenen el mateix limit. Aixi el sistema és
completament ergodic i el vector de probabilitats limit és (1%, %) Per tant, sigui quina sigui la
distribucié de probabilitats en I’instant inicial, el sistema acaba trobant-se en s; amb probabilitat
1% i en sy amb probabilitat %. ¢

A continuacié donem dos resultats sobre caracteritzacié de 'ergodicitat, sense demostracio.

14.7 Teorema (ergodicitat per M" sense zeros)

Si existeix algun n > 1 tal que totes les components de M™ sén estrictament positives, el sistema
és completament ergodic.

Exemple 14.6 Estudiar si el sistema amb probabilitats de transicié

O N O
= Nl N
S O N

és completament ergodic i determinar les probabilitats limit en cas que ho sigui.

Calculem

M? = M3 =

POl [ i [
[T SN [V
O Bm= O
Q0| 00D 0ol
Q0> 00Tt QO[>
Q0| 0o Cof—

Com les components de M? sén estrictament positives, el sistema és completament ergodic. les
probabilitats limit s’obtenen cercant un vector de

Ker(M" —I) = Ker

N[ D=

Trobem, per exemple, el vector (2,4, 1) amb el que les probabilitats limit valen ( %, %, %) ¢

14.8 Teorema (ergodicitat per valors propis)

Els valors propis d’una matriu estocastica sempre verifiquen |A| < 1. A més, el sistema és com-
pletament ergodic si i només si el valor propi A = 1 és simple (subespai propi de dimensié 1) i els
altres valors propis tenen modul |A| < 1.

Notem que el valor propi 1 sempre esta present ja que les files de M sén de suma 1. Si es déna
el valor propi —1, el sistema no és ergodic.

Exemple 14.7 Apliquem aquest teorema a l’exemple anterior.

1
2
0 |=-XN+T+2+-.

/\231
2 44

ev(N) =det(M —X)=| 3 2-2X
0 1 —-A

1_ V3

Els valors propis sén Aj = 1, Ao = —% + @j, Ag=—1—¥35 Com |\o| = |A3]| = 1 < 1, el sistema

és completament ergodic. ¢
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Exemple 14.8 Considerem dues matrius estocastiques molt simples:

01 0 1
M = , M, = .
0 1 10

En el cas de M; els valors propis sén 0 i 1, per tant el sistema és completament ergodic. Hi ha
un estat so absorbent (’estat essencial) i un altre estat (transitori) s; que transiciona de forma
determinista a s9. Sigui quin sigui el vector de probabilitats inicials, en qualsevol instant posterior
(t > 0) ja trobem Pi(t) =0, Py(t) = 1.

M> té valors propis 11 —1 i, per tant, no és completament ergodic. Cada un dels estats s1, so
transiciona de forma determinista a l’altre. Aixi, tot i haver una sola classe essencial (els dos estats
estan comunicats), el sistema es mou ciclicament entre els dos estats i les probabilitats d’ocupacié
mai s’estabilitzen. ¢
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Part 1V

Apendixs
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Apendix A
Logica i conjunts

Els objectes elementals en la logica son els predicats o proposicions logiques. Aquestes proposi-
cions poden tenir dos valors, 0 o 1, assignats. Si la proposicié p és certa li assignem el valor 1 i si
és falsa el valor 0. A partir de proposicions elementals en construim d’altres a través d’operacions
logiques. Llavors la qiiestio és coneixer el valor d’una proposicié complexa a partir del valor de les
proposicions elementals que la formen.

Si p i ¢ sén proposicions logiques definim la conjuncié p A ¢ (p i q), la disjuncié pV ¢ (po q) i
la negacié —p (no p) amb les taules de veritat:

plqglprAig plqg|lprVy

ojlo] o ojlo| o p | —p
1{o] o 1[o] 1 0] 1
0/1] 0 01| 1 110
1[1] 1 1[1] 1

Amb aquestes taules es poden demostrar algunes equivalencies veient que els valors dels dos
costats coincideixen per a totes les eleccions de valors de les proposicions elementals. Algunes
d’aquestes propietats sén:

PAG qAD, pV g qVp, (A.1)

pA(gAT) < (PAG) AT pV(gVr)< (pVagVr, (A.2)
pA(gVr) < (pAg) VI(pAT), pV(gAT) = (pVa A(pVr), (A.3)
~(pAq) < (=p) V (—g), ~(pVq) < (=p) A (—q). (A.4)

Algunes proposicions fan refereéncia a un argument i tenen la forma p(z). El seu valor de veritat
depén llavors del valor de ’argument. Aquestes proposicions ens connecten la logica amb la teoria
de conjunts de la segiient manera. Donat el conjunt A li associem la proposicié p(z) que és certa
si i només si x € A. Inversament, donada una proposicié p(x) definim el conjunt A = {z | p(z)},
és a dir, el conjunt dels x tals que p(z) és certa.

Les operacions de conjunts N (interseccid), U (unié) i complementari tradueixen llavors les
operacions logiques a aquest nou llenguatge. Si A i B sén conjunts:

A=B o (xe Az eB), (A.5)
ANB={z|z€AizxeB} (A.6)
AUB={z|z€ A o z € B}, (A7)

A={z|z ¢ A} (A.8)
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Les propietats de les operacions logiques passen ara trivialment a les operacions entre conjunts:

ANB=BnNA, AUB=BUA, (A.9)
ANn(BNnC)=(AnB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC, (A.10)
AN(BUC)=(ANB)U(ANQO), AU(BNC)=(AUB)N(AUQO), (A.11)
ANB=AUB, AuB=AnNB. (A.12)

Les propietats s’anomenen (A.1) i (A.9) commutatives, (A.2) i (A.10) associatives i (A.3) i

(A.11) distributives.

Quan la proposicié p(x) es falsa per a tot valor de 'argument x li associem el conjunt buit ().
Aquest conjunt no conté cap element i verifica per a tot A

ANQ =0, AUD = A. (A.13)

Quan la proposicié p(z) es certa per a tot valor de 'argument x li associem el conjunt total
Q. Aquest conjunt conté qualsevol element al que es pugui fer referencia i és necessari en teoria de
conjunts per evitar algunes paradoxes. €2 verifica per a tot A

ANQ= A, AUQ=Q. (A.14)

El conjunt P () de tots els subconjunts de € amb les operacions descrites anteriorment adquireix
un estructura que s’anomena algebra de Boole. Una caracteristica important és la propietat de
dualitat: si en una propietat certa es fa el canvi U «<» Ni () < Q, s’obté una altra propietat certa.
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Apendix B
Combinatoria

Per a tot enter no negatiu n definim el seu factorial n! de la segiient manera:
0l =1, (B.1)
nl=1-2-3---(n—1)-n. (B.2)
La funcié6 factorial és de creixement molt rapid. Una forma asimptotica la dona la férmula de

Stirling

n! ~V2mn (Z)n (B.3)

quan n — oo. De fet per a n = 10 I’error és ja només de I'1% . La férmula de Stirling és titil també
per trobar formes asimptotiques de resultats en combinatoria.

Considerem ara que tenim n objectes distingibles. Els podem pensar com n boles numerades
de 1 a n. D’aquests objectes en seleccionem k, diferents. Aixo ho podem fer de dues maneres:

e Ordenats. Quan considerem que, per exemple, triant dos objectes, 1,21 2,1 s6n dues eleccions
diferents.

e No ordenats. Quan considerem que, per exemple, triant dos objectes, 1,2 1 2,1 sén la mateixa
eleccio.

Per exemple, suposem que tenim deu ampolles amb diferents licors. Si volem seleccionar tres
ampolles per fer un coctel les triarem no ordenades ja que l'ordre en que les posem és irrellevant.
Si volem triar tres ampolles per donar el primer, segon i tercer premis d’un concurs les triarem
ordenades ja que de les tres ampolles triades hem de decidir quina és la primera, quina la segona i
quina la tercera, és a dir, ordenar-les.

Aixi per a 0 < k < n definim els nombres:

e Variacions V*: Nombre de maneres de triar k objectes diferents ordenats d’un total de n.

e Combinacions C*: Nombre de maneres de triar k objectes diferents no ordenats d'un total
de n.

e Permutacions P,: Nombre de maneres d’ordenar n objectes diferents.

Llavors resulten evidents les relacions

vk =Ckp,. (B.5)
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Per tant és suficient trobar les variacions per tenir-ho tot. Per calcular V¥ veiem que podem
triar el primer objecte de n maneres, el segon de n— 1 maneres, etc (es pot visualitzar fent un arbre
de possibles tries). Llavors

k _ _
Ara trobem, al fer k = n, P, = n!. Igualment veiem
VE n!
k n
Cn P, Kl(n—k)! (B.7)
Generalment s’escriu = ——— La seglient propietat és immediata
k kl(n —E)!

0-(2)

Una altra propietat facil de demostrar per calcul directe és
n n—1 n—1
= ) B.9
()= (") () ®9
A vegades és ttil considerar (Z) = 0 per a k£ > n. Amb aquest criteri no cal recordar els limits

de sumacié en moltes férmules. Aixo és consistent amb 1’extensid del factorial a través de la funcid
gamma (D.10) z! = I'(z + 1) que ddna infinit pel factorial dels enters negatius.

En les variacions i combinacions triem elements diferents. En aquest cas diem que fem la tria
sense repeticio. Si al fer la tria els elements es poden repetir, es parla de variacions amb repeticio
(VRF) i de combinacions amb repeticié (CRE), segons fem la tria ordenada o no. Si fem I’eleccié
amb ordre podem repetir el raonament de les variacions, només que ara, en cada pas podem triar
qualsevol dels n elements, de manera que:

VRE=n.n...n=nk (B.10)

El cas de les combinacions amb repeticié és una mica més complicat i es tracta en la seccié de
problemes. S’ha de tenir en compte que no apareix amb tanta freqiiencia, i dona lloc a errors quan
es tracten els problemes en termes de la férmula basica de la probabilitat (Laplace). Quan hi ha
repeticio, els calculs s’han de fer amb configuracions ordenades, encara que 1’ordre no sigui rellevant
en allo que calculem.

Exemple B.1 Binomi de Newton

(1+2)" = ; (:);n’f (B.11)

En efecte,

1+z)"=1+z)-(1 +A:g)...(1 +a) =) apt.
k=0

El producte dels n 1 + = déna 2" termes. aj és el nombre d’aquests termes iguals a z¥. Aquest
es genera quan dels n termes, en k agafem x i en n — k agafem 1. La multiplicitat apareix perque
poden triar les k 2 de diferents maneres, exactament CX.

115



Exemple B.2 Sigui A un conjunt finit de n elements. Diem llavors que el seu cardinal és n i
posem |A| = n. El conjunt dels subconjunts de A el designem P(A) (parts de A). Que val |[P(A)|?

Es a dir, quants subconjunts té un conjunt de n elements?

Contem primer quants subconjunts de k£ elements té A i després sumem per a k=0,...,n. La
llibertat que tenim per triar subconjunts de k elements és quins sén aquests elements. Com un
conjunt no implica cap ordenaci6 dels seus elements hi han C* subconjunts de k elements. Ara, en

total tenim
(”) + (”) +oot (”) — (141" =2"
0 1 n

P(A)] =21, (B.12)

subconjuns. Aixi

Una manera alternativa de trobar aquest resultat és la segiient. Podem representar cada sub-
conjunt de A amb una paraula binaria de n lletres. Cada posicié en la paraula representa un
element de A. Per un subconjunt donat cada lletra val 1 o 0 segons I’element hi pertanyi o no. Per
exemple, al subconjunt {2, 3,5} C {1,2,3,4,5,6} li correspon la paraula 011010. Es evident que hi
ha una correspondéncia biunivoca entre aquestes paraules i els subconjunts. També es immediat el
fet que podem formar 2™ paraules.

Exemple B.3 Funcions generadores

Hi han nombroses propietats dels nombres combinatoris i aquestes poden resultar dificils de
demostrar directament. Una manera d’obtenir moltes relacions és utilitzar funcions generadores.
Per exemple, tots els combinatoris de n elements apareixen en (B.11). Aix{ les propietats d’aquests
nombres estan codificades en les propietats de la funcié (1 + x)™. Es pot, llavors, anar traduint
d’un costat a l’altre per diferents propietats i funcions generadores.

Per exemple, sabem trivialment que (1+ x)?* = (1 4+ z)"(1 + z)". Llavors

> (1) -3 (s ()= () ) - = ()]

r,s=0 r+s=k

Comparant els polinomis dels dos extrems deduim

(- ()06")
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Apendix C
Series

Les variables aleatories discretes amb espai mostral infinit numerable porten a la suma de series
per resoldre alguns problemes. Donat el context en que apareixen i el fet que aquestes series solen
ser de termes positius, la qliestié de la convergencia és generalment bastant simple. Les séries més
corrents son les geometriques, associades a les variables del mateix nom. Si definim

Sn=>_r1, (C.1)
k=0

es veu immediatament que rS,, = S,, + "1 — 1 d’on traiem
n
1— ,r,n—l—l
k
=—. C.2
> = (C:2)
k=0

Aquest resultat val per a tot r # 1. Si |r| < 1 podem fer el limit n — oo i concloure

Notem que la serie segiient és un cas de la serie geomeétrica. Per a o > 0

D ek = (C.4)

k=0

A vegades els sumatoris anteriors comencen en k = 1. Si restem el terme de la serie per a k = 0
trobem

n n+1

k T—TrT

e C.5
St =T (©5)
s T

k

= . C.6
k_lr T— (C.6)

Moltes de les series que se solen utilitzar s’obtenen com a serie de Taylor d’alguna funcié

(k)
-y kl(o):g'f. 1)
k=0

En (C.7) f® indica la derivada k-ésima. La série es considera al voltant de 0 per ser el cas
més utilitzat. La igualtat en (C.7) només és certa per a x pertanyent a una regié anomenada
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interval de convergencia. En molts casos 'interval de convergencia és tot R. En particular les
series geometriques (C.3) i (C.6) es poden considerar seéries de Taylor de les funcions de la dreta
convergint en l'interval (—1,1). Altres exemples importants sén

2

—1—1—:13—1———1-——1- Zk, (C.8)
$2 £L'4 o $2k
hz=14+—+— . C.9
coshxr = —|— —I— 0 + - Z(2k‘)! (C.9)
k=0
3 45 o 2kt

. T

Les series (C.8), (C.9) i (C.10) convergeixen per a tot x.
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Apendix D
Integrals

Algunes integrals impropies apareixen sovint en 1’estudi de variables aleatories continues, especial-
ment en les exponencials i les gaussianes.

Un resultat facil de demostrar per induccié és
o0
/ z"e *dx = nl. (D.1)
0

DEM: Si I(n) és anterior integral, I(0) = [;* e”“dz = 1. Si n > 1, integrem per parts:

I(n)=2a"e "|5" —|—n/ 2" e Tdr =nl(n—1).&
0

Amb el canvi de variable Az = ¢ trobem que
e M dr = ——. (D.2)
0 An+1

Les integrals gaussianes sén les del tipus polinomi per exponencial d’un polinomi de segon grau.
El resultat basic és

/ Y ey = r (D.3)

—0o0

DEM: Si I és I'anterior integral

I? :/ efz2dx/ efy2dy:/ / 67(12+y2)dmdy
¢S} 27 2 ¢S} o oS} .

:/ / efrrdrd6:27r/ rerdrzw/ e ‘dt=m
o Jo 0 0

on s’ha fet la integral doble passant a polars i després s’ha fet el canvi 72 =¢. o

/Ooo e dy = g (D.4)

o 2 b2 m
e tbrte gy — erate, [ (D.5)
o a

La integral és convergent per a a > 0.

Degut a la simetria de e=2’

Un resultat més general és

DEM: Posem l’exponent —az? + bz + ¢ = —a (z — & 2 + b2 +cifem el canvi v/a (z — &) = t. Llavors la
2a 4a 2a

integral és
o 2, b2 b2
et e 4 _ etate [T &
oo Va a
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El segiient resultat és directe pel fet que la funcié integrada és imparella (f(—z) = —f(z)):

/ ze " dz = 0. (D.6)

—0o0

El mateix és cert si posen z" amb n senar en lloc de x davant 'exponencial. També és trivial
veure, fent el canvi 22 =t

o 1
/ ze " dy = =. (D.7)
0 2

El mateix canvi i l'us de (D.1) ens déna que, per a n senar,

& 2 1 /n-1
"e T dx = = L. D.
/0 e " dx 2( 5 > (D.8)

El cas de potencies parelles es pot deduir derivant amb respecte a el resultat

o 2 ™
—azx _ n D.
/_ooe dz ”a’ (D.9)

o també integrant per parts. Per exemple

o0
2 T _ 2
e dy = — Ze "
0 2

Molts dels resultats anteriors es sistematitzen amb 1’us de la funcié gamma d’Euler. Motivada
per (D.1) definim per a z > 0

1 [e.e]
oo—l——/ e_mzdm:ﬁ.
0 4

0 2

I'(z) = /000 * e dx. (D.10)

Per integracié per parts es demostra
I(z+1) ==2I'(2). (D.11)
Definim el factorial d’'un nombre real com z! = T'(z +1). Per a z = 0,1,2,--- coincideix amb el

factorial ordinari. Per valors generals de z s’ha de recérrer a taules o calculadores pero per a z
semienter es pot calcular. Si fem el canvi z = t2:

o
I(z) =2 / 21t (D.12)
0
Ara és immediat veure que
1
r <§> =/ (D.13)

iperan=1,2,3,..., utilitzant (D.11),

o) = (0 2) (v ). dr (B) = B o

2 2 2 27\ 2 on ~ 22np)

De (D.12) també deduim una generalitzacié de (D.8):

00 1 1
/0 et dt = 5T (V;r > . (D.15)
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Apendix E
Distribucions

Considerem un espai F els elements del qual sén funcions reals d’una variable real f(t). Suposem
que aquestes funcions sén continues i prou regulars perque les operacions que considerarem tinguin
sentit. Una distribucio és una aplicacio lineal que assigna un nombre real a cada element d’aquest
espai. Si anomenem 7 a una d’aquestes distribucions llavors indiquem amb < T, f > la imatge de
f(t) sota T'. Donada una funcié ¢(t) podem associar-li una distribucié 7, definida

< T, f>= /_OO o) f(t)dt. (E.1)

(Suposem que 'espai F conté només funcions que asseguren la convergencia de ’anterior integral.)
També esta clar que existeixen distribucions que no poden obtenir-se a partir de cap funcié pel
procediment anterior. La distribucié delta de Dirac es defineix

< by f >= fla). (E.2)

Aixi el concepte de distribucié es més ampli que el de funcié i per aixo a vegades s’anomena
funcions generalitzades a les distribucions.

Tot i que la delta de Dirac no correspon a cap funcié, sempre es representa de manera simbolica
com si vingués donada per una funcié §(t). Llavors representem (E.2) quan a = 0 com un cas de
(E.1) i posem

| soswa = s) (E3)

En general (E.2) es posa
| at-aswa= s, (E4)

que es pot obtenir fent el canvi de variable ¢ — t + a en la integral i aplicant (E.3).

Encara que cap funcié verifiqui la propietat (E.4) si que podem obtenir-la com a limit d’una
successié de distribucions donades per funcions. Aixi posant per exemple

1 _4
belt) = —m=e 37
2me

tenim que

f(a) =< b f >= lim /_oo be(t — a) F(8)dt.

Si bé no té sentit rigurés podem visualitzar la “funcié” delta com 6(t — a) = lirré oc(t —a) que
€e—

5(75—@):{ 0 sitFa (E.5)

o sit=a

ens dona
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Aix0 ens déna una imatge intuitiva de la delta pero el que la defineix realment és (E.4).

Les distribucions es poden sotmetre a operacions definides en principi només per funcions. Per
exemple, veiem quina és la distribucié associada a la derivada d’una funcio.

o o
< Ty, f>= / o (t) f(t)dt = —/ at)f'(t)dt = — < T, f' >
— 0 —00

on s’ha fet una integracié per parts i considerat que les funcions tendeixen prou rapidament cap a 0
en els extrems. Ara podem definir la derivada de qualsevol distribucié T com una nova distribucié
T’ que actua

<T/7f>:_<T7f/> (E6)
Aix0 implica que, per exemple,
l/ 5 (t — a)f(t)dt = —f'(a). (E.7)
Igualment considerem la funcié de Heaviside u,(t) = u(t — a) definida
( ) 0 sit<a (E.8)
u(t —a) = .
1 sit>a

La seva distribucié associada la designem amb el mateix nom i posem
[e.e]
<%J>:/ F(t)dt. (E.9)
a

Ara és facil demostrar que u'(t — a) = §(t — a).

oo

<upfe== [ fOdt= - O = fa) =< 5 >
a

Una altra propietat de la delta és que per a tota funcié g

g(t)o(t —a) = g(a)d(t — a), (E.10)

que es demostra multiplicant els dos costats per una funcié arbitraria i integrant. Una conseqiiéncia
de (E.10) és:
té(t) = 0. (E.11)
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Apendix F

Simulacio numerica de variables 1
processos aleatoris

Fls llenguatges i entorns de programacié solen oferir algun generador de nombres aleatoris. Aquest
generador es presenta sota la forma d’una funcié (metode, procediment, subrutina) com random()
que déna com a sortida un valor real (float o double) uniforme en [0,1]. El metode d’obtencié
d’aquests nombres pseudo-aleatoris consisteix en realitzar operacions modulars amb enters grans i
utilitzar part dels seus digits per construir-los. El generador sol incorporar un procediment d’ini-
cialitzacié que utilitza, per exemple, la data (en millisegons) proveida pel sistema operatiu.

Aquest generador basic ve donat pel sistema i no podem manipular-lo directament pero hi han
técniques per, a partir dels seus valors obtenir-ne d’altres amb millors propietats. Els requisits
dependran de la quantitat de nombres que necessitem. En simulacions molt extenses, el fet que
el generador basic és necessariament periodic podria falsejar els resultats. Aquestes qiiestions es
poden estudiar en els llibres tipus numerical recipes. En el que segueix, suposem que tenim un
generador amb bones propietats.

Denotem G la variable uniforme en [0, 1] donada pel generador. Si volem obtenir una variable
continua X amb funcié de distribucié Fy(z) ho podem fer com X = Fy'(G) ja que la variable
Fx(X) pren valors en [0, 1] i té densitat

Per exemple si volem obtenir una variable exponencial de parametre A, Fx (z) = 1 — e i sera
X=-2"1In(1-@G).

Aquest metode es pot aplicar si Fx és estrictament creixent sobre 2x. També cal poder
invertir explicitament F'x. Aix0 no es pot fer en el cas de les variables gaussianes. Per generar
una variable normal amb m = 0,0 = 1, considerem una normal bidimensional amb parametres
mi1 =mg=p=0, 01 =09 =1, és a dir, dues normals independents amb parametres normalitzats.

La seva densitat és
1 _ai+e3
f(x1,10) = —€ ~ 2
(o1,22) = 5
i, en polars (x1 = rcosf, xo = rsinf):

|
f(rve) = %Te 2

[N

T

on veiem que 6 és uniforme en [0, 27|, r té densitat f(r) = re” 2 i les dues sén independents. A
partir de dos valors G, G2 del generador obtenim 6 = 27Gso, r = \/—21In(1 — G1). Aix{ s’obtenen
variables normals per parelles:

X1 =+/—2In(1 — Gy) cos(27G3),
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Xo =+/—2In(1 — G1)sin(27Ga).

(En les anteriors expressions es pot canviar 1 — G per a G ja que s6n el mateix tipus de variable.)

Per simular processos, es generen seqiiencies de valors corresponents a instants temporals equi-
espaiats. Per un procés normal estacionari incorrelat amb m(t) = 0 simplement cal una llista de
valors normals independents. Per exemple, la rutina que segueix torna el procés en forma d’array
de reals

float PI=3.1425927;
float x[1000]; //proces amb 1000 mostres

x=proces_normal_incorrelat(1000);

float x[] proces_normal_incorrelat(int n){
for(int k=0;k<(n/2) ;k++){
r=sqrt (-2*1ln(random()));
teta=2xPI*random()
x[2*k]=r*cos(teta);
x[2xk+1]=r*sin(teta);

Veiem ara com es pot simular un procés normal estacionari X (t) amb mx (t) = 0 i espectre de
potencia Sy (w). Sigui Y (w) un procés normal incorrelat, és a dir

E[Y(w)] = 0, E[Y(W1)Y*(WQ)] = (5(&)1 — WQ).

Pensem en aquest procés com la transformada de Fourier d’'un cert procés temporal. Per una

funcié fixada A(w) considerem el procés X (w) = A(w)Y (w) i sigui X () el procés donat per la seva
transformada inversa

1 [ 4
X(t) = %/ X(w)e!*Tdw.

Es immediat veure que my (t) = 0. La seva funcié d’autocorrelacié val

Rx(t1,t2) = E[X(t1) X" (t2)] = FE [i /00 A(w)f/(w)ej‘“tlaiw2i /OO A (W)Y H(W e ¥ 2 dw!

2w —00 T J—c0

(271T)2 /_oo /_OO A(w)A*(w/)ejwhe—jw’tzE[Y(w)Y*(w/)]dwdw,

1
(2m)?

2
c}’on veiem que Sx (w) = %. Aixi només cal triar A(w) = 1/27Sx(w). El procés es genera fent
Y (w) procés normal incorrelat, escalant les seves components amb A(w) i fent una FFT inversa.

1 &) ) ' N . |
= W / / A(w)A*(w/)erhe—Jw t26(w _ w')dwdw’ _ / |A(w)|269“’(t1—t2)dw
™ oo J—oo N

Un altre procediment és partir d’un procés temporal de valor mitja 0, incorrelat, Y (¢) i convolucionar-
lo amb una funcié fixada K (t) de suport compacte (caiguda rapida). El procés X (t) = (K * Y')(¢)
ja té una certa correlacié que depen de K:

RX(tl,tg) = E[X(tl)X(tg)] =F |:/_oo K(tl —7‘1)Y(7‘1)d7’1 /_OO K(tg —Tg)Y(Tg)dTg
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= /_oo /_OO K(t1—m1) K (to—72) E[Y(71)Y (72)]dT1d T2 = /_OO /_oo K(t—1) K (ta—72)8(11—72)dr1d7

:/ K(tl—Tl)K(tg—Tl)dle/ K(—Tl)K(tg—tl—Tl)dTl

que, si K és parell, resulta ser K *« K. Si K té forma gaussiana, Ry també la té. Si, per exemple,
K és un pols quadrat, Rx és un pols triangular, etc.

Per obtenir processos de Poisson o relacionats amb ell es suficient tenir la llista d’instants en
que es produeixen els esdeveniments, i aixo s’obté sumant exponencials independents:

float t[1000]; //proces amb 1000 esdeveniments

t=instants_poisson(1000, 2.5); // lambda=2,5

float t[] instants_poisson(int n, float lambda){
float lambda_inv = 1/lambda;
float temp = O;
for(int k=0;k<n;k++){
temp += -2*lambda_inv*1ln(random());
t [k]=temp;
}
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Part V

Taules
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Funcidé d’error

La primera columna son valors de x. La segona columna son valors de

2 X
erf(z) = ﬁ/o et at.

La funcié de distribucié d’una variable normal (gaussiana) amb parametres m i o és

Flz) = % (1 + erf <$\/_§m>> .

La taula conté valors 0 < z < 3. La funcié erf és imparella aixi que, per exemple, erf(—1.5) =
—erf(1.5). Per a x > 3 es pot utilitzar ’aproximacid

\/E 2
e .
(m—1lz+Va?+mn

La funcié d’error esta predefinida en molts paquets de software matematic i és accessible fent
directament, per exemple,

> erf(0.34);

erf(r) ~1—
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x  erf(x) x  erf(x) x erf(x) x erf(z) x erf(x) x erf(z)

.00 .000000 || .50 .520499 || 1.00 .842700 || 1.50 .966105 || 2.00 .995322 || 2.50 .999593
.01 .011283 || .51 .529243 || 1.01 .846810 || 1.51 .967276 || 2.01 .995524 || 2.51 .999614
.02 .022564 || .52 .537898 || 1.02 .850838 || 1.52 .968413 || 2.02 .995719 || 2.52 .999634
.03 .033841 || .53 .546464 || 1.03 .854784 || 1.53 .969516 || 2.03 .995906 || 2.53 .999653
.04 .045111 || .54 .554939 || 1.04 .858649 || 1.54 .970585 || 2.04 .996085 || 2.54 .999671
.05 .056371 || .55 .563323 || 1.05 .862436 || 1.55 .971622 || 2.05 .996258 || 2.55 .999689
.06 .067621 || .56 .571615 || 1.06 .866143 || 1.56 .972628 || 2.06 .996423 || 2.56 .999705
.07 078857 || .B7 .579815 || 1.07 .869773 || 1.57 .973602 || 2.07 .996582 || 2.57 .999721
.08 .090078 || .58 .587922 || 1.08 .873326 || 1.58 .974547 || 2.08 .996734 || 2.58 .999736
.09  .101280 || .59 .595936 || 1.09 .876803 || 1.59 .975462 || 2.09 .996880 || 2.59 .999750
100 1112462 || .60 .603856 || 1.10 .880205 || 1.60 .976348 || 2.10 .997020 || 2.60 .999763
A1 0123622 || .61 .611681 || 1.11 .883533 || 1.61 .977206 || 2.11 .997154 || 2.61 .999776
A2 134758 || .62 .619411 || 1.12 .886787 || 1.62 .978038 || 2.12 .997283 || 2.62 .999788
A3 145867 || .63 .627046 || 1.13 .889970 || 1.63 .978842 || 2.13 .997407 || 2.63 .999800
A4 .156947 || .64 .634585 || 1.14 .893082 || 1.64 .979621 || 2.14 .997525 || 2.64 .999811
A5 167995 || .65 .642029 || 1.15 .896123 || 1.65 .980375 || 2.15 .997638 || 2.65 .999821
16 179011 || .66 .649376 || 1.16 .899096 || 1.66 .981104 || 2.16 .997747 || 2.66 .999831
A7 189992 || .67 .656627 || 1.17 .902000 || 1.67 .981810 || 2.17 .997851 || 2.67 .999840
18 .200935 || .68 .663782 || 1.18 .904837 || 1.68 .982492 || 2.18 .997950 || 2.68 .999849
19 211839 || .69 .670840 || 1.19 .907608 || 1.69 .983152 || 2.19 .998045 || 2.69 .999857
200 .222702 || .70 .677801 || 1.20 .910313 || 1.70 .983790 || 2.20 .998137 || 2.70 .999865
21 .233521 || .71 .684665 || 1.21 .912955 || 1.71 .984407 || 2.21 .998224 || 2.71 .999873
22244295 || .72 .691433 || 1.22 .915533 || 1.72 .985002 || 2.22 .998307 || 2.72 .999880
.23 .255022 || .73 .698103 || 1.23 .918050 || 1.73 .985578 || 2.23 .998387 || 2.73 .999886
.24 .265700 || .74 704678 || 1.24 .920505 || 1.74 .986134 || 2.24 .998464 || 2.74 .999893
.25 .276326 || .75 .711155 || 1.25 .922900 || 1.75 .986671 || 2.25 .998537 || 2.75 .999899
.26 286899 || .76 .717536 || 1.26 .925235 || 1.76 .987190 || 2.26 .998607 || 2.76 .999905
27 297418 || 77 0723821 || 1.27  .927513 || 1.77 987690 || 2.27 .998673 || 2.77 .999910
.28 .307880 || .78 .730010 || 1.28 .929734 || 1.78 988174 || 2.28 998737 || 2.78 .999915
29 318283 || .79 .736103 || 1.29 .931898 || 1.79 .988640 || 2.29 .998798 || 2.79 .999920
30 .328626 || .80 .742100 || 1.30 .934007 || 1.80 .989090 || 2.30 .998856 || 2.80 .999924
31 338908 || .81 .748003 || 1.31 .936063 || 1.81 .989524 || 2.31 .998912 || 2.81 .999929
32 349125 || .82 .753810 || 1.32 .938065 || 1.82 .989943 || 2.32 .998965 || 2.82 .999933
33 .359278 || .83 .759523 || 1.33 .940015 || 1.83 .990346 || 2.33 .999016 || 2.83 .999937
34 .369364 || .84 .765142 || 1.34 .941913 || 1.84 .990735 || 2.34 .999064 || 2.84 .999940
.35 379382 || .85 .770668 || 1.35 .943762 || 1.85 .991111 || 2.35 .999110 || 2.85 .999944
.36 .389329 || .86 .776100 || 1.36 .945561 || 1.86 .991472 || 2.36 .999154 || 2.86 .999947
370 .399205 || .87 781439 || 1.37 .947312 || 1.87 .991820 || 2.37 .999196 || 2.87 .999950
.38 .409009 || .88 .786687 || 1.38 .949016 || 1.88 .992156 || 2.38 .999236 || 2.88 .999953
39 418738 || .89 .791843 || 1.39 .950673 || 1.89 .992479 || 2.39 .999275 || 2.89 .999956
A0 428392 || .90 .796908 || 1.40 .952285 || 1.90 .992790 || 2.40 .999311 || 2.90 .999958
A1 437969 || 91 .801882 || 1.41 .953852 || 1.91 .993089 || 2.41 .999346 || 2.91 .999961
A2 .447467 || 92 .806767 || 1.42 .955376 || 1.92 .993378 || 2.42 .999379 || 2.92 .999963
43 456886 || .93 .811563 || 1.43 .956857 || 1.93 .993655 || 2.43 .999410 || 2.93 .999965
A4 .466225 || 94 .816271 || 1.44 .958296 || 1.94 .993922 || 2.44 .999440 || 2.94 .999967
A5 475481 || .95 .820890 || 1.45 .959695 || 1.95 .994179 || 2.45 .999469 || 2.95 .999969
46 484655 || .96 .825423 || 1.46 .961053 || 1.96 .994426 || 2.46 .999496 || 2.96 .999971
A7 .493745 || 97 .829870 || 1.47 .962372 || 1.97 .994663 || 2.47 .999522 || 2.97 .999973
A8 .502749 || 98 .834231 || 1.48 .963654 || 1.98 .994892 || 2.48 .999547 || 2.98 .999974
49 511668 || .99 .838508 || 1.49 .964897 || 1.99 .995111 || 2.49 .999570 || 2.99 .999976
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Taula de variables aleatories

X Funcié de probabilitat E[X] | VIX]
Bernouilli (p) P(X=1)=p, P(X=0)=g¢q » g
Binomial (n,p) | P(X=k) = <Z>pkq”_k, k=0,1,2,---.,n| np npq

otri k1 1 q
Geometrica (p) P(X=k)=q"'p, k=1,2,3,--- 2_9 P

ok
Poisson () P(X=k) = ﬁ6—0" k=0,1,2,-- a a

X Funcié de densitat Funcié de distribucié E[X] | VI[X]
: B _z—a a+b | (b—a)?
Uniforme (a, b) flz) = y o € (a,b) F(z) = 7o € [a, b] 5 B
. —\x —\z 1 1
Exponencial (\) fle)=Xxe™ ™ >0 Flx)=1—¢", >0 X 2
1 (@=—m)? 1 xr—m

— R R | F(z) == (1+ert 2

Normal (m,o) | f(z) \/ﬂae 302, Vx € (x) 5 ( +er ( N >> m o

En les anteriors taules: 0 < p < 1 (els casos p=0 i p=1 poden considerar-se com situacions limit),
q = 1 — p. Les funcions de densitat valen 0 fora dels intervals indicats. La desviaci6é o es calcula

en cada cas com o =

VIX].
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Foérmules trigonometriques

sin2A4 = 2sin Acos A,

sin A

cos? A+sin? A =1, tan A = .
cos A

cos2A = cos® A — sin® A.

v v v
A 0 = = - -
6 1 3 2 T
cos A 1 @ Q 1 0 -1
2 2
1
sin A 0 — Q @ 1 0
2 2
3
tan A 0 g 1 V3 00 0

cos(A + B) = cos Acos B — sin Asin B.
cos(A — B) = cos A cos B + sin Asin B.
sin(A + B) = sin A cos B + cos A sin B.

sin(A — B) = sin A cos B — cos Asin B.

1
cos Acos B = g(cos(A + B) + cos(A — B)).
. . 1
sin Asin B = §(COS(A — B) —cos(A+ B)).
. 1 . .
cos Asin B = §(SID(A + B) —sin(A — B)).

1
sin Acos B = E(sin(A + B) +sin(A — B)).
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Part VI

Problemes
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10.

PROBLEMES

. Es genera un nombre de n xifres a I'atzar. Calculeu la probabilitat que surti cap-i-cua.
. Es tira un dau sis vegades. Quina és la probabilitat que surtin els sis resultats diferents?

. Que és més probable: Treure alguna vegada un as tirant un dau quatre vegades o treure

alguna vegada dos asos tirant dos daus 24 vegades?

. En una loteria de tipus 6 /49 tenim un requadre amb 49 nombres dels quals hem de marcar-ne

6. El resultat del sorteig sén els 6 nombres premiats més un altre anomenat complementari.
El premi depen de quants encerts tenim. En el cas de 5 encerts, el premi és diferent si el
restant nombre que tenim és el complementari o no. Calculeu les probabilitats del diferents
nombres d’encerts (P(0), P(1), P(2), P(3),P(4),P(5—c¢),P(5+c), P(6)).

Per cadascun dels quatre resultats menys probables calculeu la probabilitat d’obtenir-los
alguna vegada si juguem cada dia durant 30 anys.

. Una baralla francesa sense comodins té 52 cartes (4 pals, 13 nombres). Calculeu la probabilitat

de les segiients jugades en una ma de poquer (5 cartes): parella, doble parella, trio, escala,
full, color, poquer, escala de color, escala real.

. Es permuten a ’atzar les 8 lletres AAAACRTT. Quina és la probabilitat que surti CATARA-

TA?

Quant d’un total de n objectes distingibles em volem triar £ de manera ordenada i amb la
possibilitat de repeticio, es parla de variacions amb repeticié. El nombre de configuracions
és evident que val

VRE =nk.

El cas en que tenim repeticié pero no fem la tria ordenada s’anomena combinacions amb
repeticié i és menys immediat de calcular. (Per exemple, si n = 31 k = 2 hi han 6 eleccions:
11, 22, 33, 12, 23, 13.) Demostreu que

ko n+k—1
ont = (PHE1),

(Indicacié: Pot ajudar pensar el problema aixi. Tenim n caselles i hem de posar k boles
identiques en les caselles de manera que cada casella pot tenir cap, una o varies boles.)

. De quantes maneres es poden posar k boles identiques en n caselles (k > n) si cap casella pot

quedar buida?

. {De quantes maneres podem posar dues torres blanques en un tauler d’escacs sense que

s’amenacin? jDe quantes maneres podem posar n torres blanques en un tauler de mida
N x N sense que s’amenacin?

Extraiem 2k boles d’'una urna que conté n boles blanques i n boles negres. Calculeu la
probabilitat d’extraure el mateix nombre de boles de cada color si fem 'extraccié

(a) sense reemplacament.

(b) amb reemplagament.

Calculeu el limit d’aquestes probabilitats quan n — oo. (Indicacié: Per a fer el limit, de-
mostreu primer que per a k fixada i n gran (Z) ~ Z—T)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Una urna conté 3 boles blanques, 5 boles vermelles i 8 boles negres. S’hi extreuen dues boles
(sense reemplagament) a l'atzar.

(a) Quina és la probabilitat que siguin de color diferent?
(b) Si les boles extretes sén del mateix color, quina és la probabilitat que siguin negres?

(c) Sén els esdeveniments A =“Surt alguna bola blanca” i B =“Surt alguna bola negra”
independents?

Algunes qiiestions sobre independencia:

(a) Demostreu que A i B independents implica A i B independents. Demostreu que també
implica A i B independents.

(b) Demostreu que, per a tot esdeveniment A, i A sén independents i () i A sén indepen-
dents.

(c) Poden dos esdeveniments no trivials ser incompatibles i independents a la vegada?
En ’experiment de tirar un dau, trobeu dos esdeveniments no trivials que siguin independents.

La urna A conté 2 boles blanques i 3 boles negres mentre que la urna B conté 4 boles blanques
i 3 boles negres. Es passen dues boles a ’atzar de la urna A a la B i després s’extreuen dues
boles de B.

(a) Si aquestes boles sén blanques, quina és la probabilitat que haguem passat alguna bola
negra de A a B?

(b) El fet que les boles finals siguin blanques afavoreix que les boles que hagin passat de A a
B siguin blanques. Pero la probabilitat anterior és bastant gran. Calculeu la probabilitat
anterior, ara sense condicionar, per veure que el resultat és consistent.

Dos jugadors tiren alternativament un dau. Guanya el joc el primer que treu un 6. Quina és
la probabilitat que guanyi el que comenca a jugar?

Tres jugadors tiren alternativament una moneda amb probabilitat de cara p. Guanya el
primer que treu cara. Calculeu la probabilitat que té cada jugador de guanyar.

Dos jugadors A i B tiren simultaniament un dau cadascun. El joc es repeteix fins que algu
treu un 6 i guanya, llevat que treguin un 6 els dos jugadors declarant-se un empat. Calculeu
les probabilitats P(empat), P(guanya A), P(guanya B).

Una xarxa de comunicacions consisteix de nodes units per linies. La xarxa transmet paquets
de manera que si un paquet es troba en un node intern z (node intern és el que esta connectat
a més d'un node) tria aleatoriament el node de sortida. La probabilitat de sortir pel node y
connectat a x val p,, de manera que Zy Pzy = 1. Quan un paquet arriba a un node extern
X ja s’hi queda. Denotem pyx a la probabilitat d’anar-hi quan estem al node connectat a ell.

Ens plantegem calcular la probabilitat P(zX) que el paquet, trobant-se al node intern =z,
acabi al node extern X.

(a) Resoleu el problema per una xarxa amb un node extern A connectat a un node intern
a connectat a un node intern b connectat a un node extern B. (Noteu que els tnics
parametres lliures sén pa i pp.

(b) Resoleu el problema per una xarxa triangular amb nodes a, b, ¢ connectats respectivament
a nodes externs A, B, C.

(Indicacié: L’arbre d’esdeveniments en el segon cas és complicat. Resoleu el problema plante-
jant equacions lineals que han de verificar les diferents probabilitats P(zY").)
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Sis jugadors s’assignen els nombres 1,2,3,4,5,6 i fan el segiient joc. Un d’ells tira un dau.
Si li surt el seu nombre, guanya. Si no, passa el dau al jugador corresponent al nombre que
ha sortit. Aquest jugador repeteix el joc, etc. Calculeu la probabilitat que té de guanyar
cadascun del sis jugadors. (Indicacié: Formuleu el problema en els termes del problema
anterior.)

A partir del resultat conegut P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B) deduiu una férmula
analoga per a P(AUBUC(C).

Generalitzeu el resultat per a P(A; U Ay U---UA,). Aixo es coneix com férmula o principi
d’inclusid-exclusié. Els tres problemes segiients es resolen aplicant aquesta formula.

Una secretaria ha d’enviar n cartes. Com té pressa per acabar, colloca les cartes en els sobres
de manera aleatoria. Quina és la probabilitat que ninguna carta arribi al seu destinatari?

Calculeu el limit d’aquesta probabilitat per a n — oo. Compareu-la per an = 10in =
100.000.

Tirant un dau 10 vegades, quina és la probabilitat que apareguin els sis resultats possibles?

Generalitzeu a n tirades. Comproveu que n = 6 dona el mateix que el segon problema.

El detergent HOMO déna una lletra del conjunt {H, O, M} en cada paquet i fa un regal als
que completen la paraula HOMO. Si les tres lletres apareixen amb la mateixa probabilitat,
quina es la probabilitat de formar la paraula comprant 10 paquets?

Us esteu enfrontant a un pistoler en un descampat i tant a vosaltres com a ell us queden dues
bales. Com us trobeu a certa distancia, la probabilitat de liquidar a ’adversari amb un tret
val p = 0,3.

(a) Teniu que decidir si convé fer els dos trets abans que el vostre adversari, o si és preferible
esperar a que aquest dispari primer (si un esgota les seves bales sense fer “diana” 1’altre
es pot acostar i disparar amb certesa). Discutiu també com depen 'estrategia del valor
de p.

(b) Si no podem evitar que ’altre dispari primer, que és millor a priori (sense saber I'efecte
d’aquest tret): esperar a que faci el seu segon tret, disparar dues vegades nosaltres o
disparar una vegada i esperar?

Donat un grup de 30 persones, quina és la probabilitat que totes celebrin ’aniversari en dies
diferents?

Un canal transmet missatges consistents en seqtieéncies de 0’s i 1’s. La probabilitat que un
simbol arribi canviat val e. Comproveu si els segiients procediments redueixen la probabilitat
que un simbol es detecti erroniament:

(a) Cada simbol s’envia tres vegades i es tria el resultat més abundant.

(b) Cada simbol es va enviant fins que algun valor ha aparegut dues vegades. Es tria aquest

valor.

Es repeteix un joc amb probabilitat de guanyar p fins que hem guanyat n vegades. Determineu
la funci6 de probabilitat del nombre necessari de jugades X. (Noteu que n = 1 és la variable
geometrica.)

Una variable aleatoria X discreta pren valors 0, 1,2, ...amb probabilitat P(n) = Aa". Digueu
quins valors pot prendre a i calculeu A. Calculeu les probabilitats que

(a) X > 4.
(b) X sigui parell.
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(c) X sigui divisible per 3 sabent que X és parell.

1
29. Si X és una variable aleatoria de Cauchy, demostreu que Y = X també ho és. Com es

relacionen els seus parametres?
30. X és una variable uniforme en [0, 27].

(a) Calculeu les funcions de densitat i de distribucié de la variable Y = cos X.

(b) Calculeu la funcié de distribucié de la variable

sinX 0< X<
0 altrament

(c) Utilitzeu el teorema de ’esperanca per calcular les esperances de Y i Z. Calculeu també
E[Y] amb fy(y).

31. Calculeu 'esperanca de les variables X dels problemes 27 i 28. (En el primer cas sabeu que
les probabilitats elementals sumen 1 d’on deduiu

e ¢}

)

k=n
i després es pot utilitzar derivaci6 respecte a q.)
32. En un examen la nota mitja val 6 i la desviacié 1,8. Quin és el tant per cent d’aprovats?

33. Una variable aleatoria té densitat f(x) = Kx?e™** x > 0. Calculeu K, E[X], V[X], m,.

34. Donada una variable X exponencial d’esperanca %,
(a) Calculeu P(sin X > 1).

(b) Determineu la funcié de probabilitat i ’esperanca de la variable Y = [X] (part entera
de X).

(c) Calculeu E [X | X > %]
35. La wvariable aleatoria de Laplace és la que té densitat:
fla) = Ke e

per a —oo < x < oo. Calculeu K, E[X],V[X]. Pel cas m = 0, que val la probabilitat que
—0 < X <20, on o és la desviacio tipica de X7

36. La temperatura maxima que assoleix un dispositiu electronic al llarg d’un dia és una variable
aleatoria X amb funcié de densitat:

W00 i o — 40| < 10

fx(x) =

0 altrament

El valor de X en qualsevol dia és independent dels altres. Anomenem 7' el nombre de dies
que han de passar fins que X > 45. Anomenem N el nombre de dies amb X < 38 en un
periode de 30 dies.

(a) Dibuixeu fx(z). Calculeu la funci6 de distribucié de X i la probabilitat que 38 < X <
45.

(b) Calculeu I'esperanga i la desviacié de X.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

(¢) Quins tipus de variable sén T i N7 Que valen els seus valors mitjans?
(d) Calculeu P(T' > 10) i P(N = 7).

Donada una variable X normal amb parametres m, o:

(a) Calculeu P(|X —m| < ko). Avalueu-ho en tant per cent per a k=1, k =21k = 3.
(b) Calculeu E[|X — m]].
(c) La variable aleatoria log-normal és la que té la forma Y = e*. Calculeu els seus moments

i, a partir d’ells, la seva esperanca i la seva variancia.

El temps de vida d’una particula radioactiva és una variable exponencial de parametre A = i
on T, és la vida mitjana de la particula. En 'instant ¢ = 0 tenim una mostra de Ny particules.
Quin és el nombre mitja de particules en l'instant t7 Es correcte formular una llei fisica que
digui que el nombre de particules en ’'instant ¢ val aquesta quantitat?

De les taules de mortalitat es dedueix que moren «(t) persones d’edat t per unitat de temps.
Es a dir, si T és la variable aleatoria que dona el temps de vida d’una persona,

frt|T > t) = a(t).

Una hipotesi realista és la férmula de Makeham: a(t) = o + Bet.
Deduiu amb aquestes dades la funcié de distribucié Fp(t). Compareu amb el que passaria si

T fos exponencial.

Una variable aleatoria bidimensional té densitat conjunta fxy (z,y) = Ke~2*T¥ sobre la regi6
R. Calculeu les densitats marginals i determineu si sén independents en els casos

(a) R={(z,y) ER? |0 <z < 00,0 <y <1}

(b) R={(z,y) eR? |0 <z < 00,0<y <2z}

Una variable aleatoria tridimensional té densitat conjunta fxyz(z,y, z) = 2(z+y+2z)—4(xy+
xz + yz) + 8xyz sobre la regié 0 < z,y,z < 1. Calculeu les densitats marginals fxy (x,y),
fxz(x,2), fyz(y, 2), fx(x), fy(y), fz(z). Son les variables independents dos a dos? Sén les
tres variables independents?

Una moneda de diametre 2 cm cau a un terra de rajoles quadrades de costat 25 cm. Quina
és la probabilitat que la moneda no trepitgi més d’una rajola?

Calculeu el mateix amb rajoles hexagonals i amb rajoles en forma de triangle equilater.

Es tiren tres monedes. Les que treuen cara es tornen a tirar. Considereu les variables
X = “nombre de cares en la primera tirada”, ¥ = “nombre de cares en la segona tirada”.
Feu la taula de probabilitats conjuntes, i calculeu a partir d’ella les funcions de probabilitat

marginals. Comprobeu que les marginals de X i de Y corresponen a variables binomials i
determineu-ne els parametres.

Un material presenta impureses aleatories de forma elliptica. Els semieixos d’aquestes el-
lipses sén variables independents X, Y uniformes en [0, L1], [0, L] respectivament. Calculeu
la funcié de densitat i I’esperanca de ’area d’aquestes impureses.

Tirem un dau 10 vegades.

(a) Calculeu la probabilitat de treure exactament dos uns, dos dosos i dos tresos.

(b) Calculeu la probabilitat de treure algun u i algun dos.
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46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

Y = X7 + X5 on X; i X5 sén variables aleatories independents uniformes en [0, 1]. Calculeu
la densitat de Y (variable aleatoria de Simpson).

Si A és un esdeveniment aleatori, podem considerar una variable aleatoria A4 que val 1si A
es verifica 1 0 en cas contrari. Que val E[A4]7?

Si tenim dos esdeveniments A, B. Expresseu Aanp, Aaup i Ag en funcié de Ay i Ap.
Comproveu que al prendre esperances en aquestes relacions s’obté la férmula basica de la
probabilitat. (Aquestes variables s’anomenen indicadors.)

Un centre de comunicacions disposa de 20 ordinadors connectats a un node. Quan arriba una
peticié de servei en aquest node s’assigna a l’atzar un dels 20 ordinadors (cada ordinador pot
atendre més d’un usuari). Si tenim 15 usuaris:

(a) Per a 0 < k < 15, calculeu el nombre mitja d’ordinadors que atenen exactament a k
usuaris.

(b) En particular, quin és el nombre mitja d’ordinadors desocupats?

(c) Que val la suma per a k =0,...,15 dels anteriors resultats? Raoneu el resultat.

(Indicacié: utilitzeu indicadors, noteu la dificultat en tractar la variable que conta els ordi-
nadors amb k usuaris.)

Calculeu la covariancia en el cas (b) del problema 40. Qué podrieu dir de la independeéncia
sabent només aixo?

n corredors fan una carrera. El temps que triga el corredor 7 és una variable exponencial X;
de parametre \; (i = 1,...n). Sigui T la variable aleatoria que déna el temps d’arribada del
guanyador. Calculeu la seva densitat i la seva esperanca. Quina és la probabilitat que té el
corredor ¢ de guanyar la carrera?

Dues persones queden per trobar-se en un lloc entre les 11h i les 12h. El primer que arribi
només s’esperara 15 minuts.

(a) Quina és la probabilitat que es trobin?

(b) Considereu ara que el primer s’espera fins que arriba el segon. Calculeu la densitat i
I’esperanca del temps d’espera.

(c) Calculeu la densitat i ’esperanca de I'instant en que arriba la primera persona.

L’empresa de pizzes a domicili PizzaPlus cobra 6 euros per una pizza. El temps T d’entrega
és una variable aleatoria exponencial d’esperanca m. L’empresa considera que una pizza esta
entregada a temps si T < 2m. Si el temps d’entrega és superior a 2m es déna la pizza
gratuitament. Si a més T' és superior a 3m PizzaPlus regala al client un postre de 2 euros.

(a) Quin és l'ingrés mitja per pizza repartida?

(b) De 70 pizzes repartides quin és el nombre mitja de pizzes entregades a temps? Quina és
la probabilitat que se n’entreguin més d’un 20% fora de temps?

(c) Dos repartidors de pizza independents han entregat les seves pizzes a temps. Quina és
la probabilitat que la suma dels seus temps sigui inferior a 3m?

El temps que passa fins que un sistema que funciona té una avaria és una variable exponencial
de parametre A. Suposeu que les avaries es produeixen amb independencia una de l’altra i
que es reparen de manera immediata. Si7T;,7 = 1,...,n son els instants en que es produeixen
les n primeres avaries calculeu la densitat conjunta f(¢y, to, ..., t,). (Indicacié: trobeu primer
la densitat dels intervals entre avaries i feu el canvi de variable pertinent.)
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54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Al fer una mesura fisica apareix un error experimental. Degut a aix0 podem considerar que
el resultat obtingut a la mesura és una variable aleatoria amb esperanca m,el valor exacte de
la magnitud que mesurem, i desviaci6 o, error caracteristic de la mesura. Si s’obté el resultat
X1 llavors expressem la nostra mesura de m com a X; + 0.

Una manera de reduir 'error és fer varies mesures X1, Xo, ..., X,, i donar com a resultat la

.. Xi+Xo+---+ X .
seva mitjana Y = L 2 " Calculeu la desviacié de Y (suposant que les mesures

n
s6n incorrelades) i comproveu que és inferior a o.

Si X i Y sén variables exponencials de parametre A independents, determineu el tipus de
X

X+Y’

variable que és Z =

Donada la variable bidimensional gaussiana (X,Y") tal que m; = mgy = 0, calculeu la densitat

Y
conjunta de les variables Z = < T = XY. Demostreu que Z és de Cauchy, desplagada al

g9 g9 2 . ., . s ,
punt p—, amb a = —+/1 — p?. (Indicacié: tingueu en compte que la transformacié no és
01 01
injectiva).

Una urna conté n boles numerades de 1 a n. N’extraiem k sense reemplagament.

(a) Calculeu l'esperanga de la suma dels seus valors. Que passa si fem l’extraccié amb
reemplagament?

(b) Calculeu la probabilitat que el maxim valor extret sigui m.

Donada la variable aleatoria bidimensional (X, Y") uniforme en la regié z > 0,y > 0, 22 +32 <
1, calculeu

(a) Les millors estimacions de X donada Y i de Y donada X.
(b) Els seus parametres utilitzant coordenades polars.

(c) Les millors estimacions lineals de X donada Y i de Y donada X.

En certa poblacié podem considerar que el pes X (en Kg) i I’alcada al quadrat Y (en m?)
sén conjuntament normals amb mx = 70, ox = 9, my = 3, oy = 04, p = 0,7. Calculeu
la millor estimaci6 possible del pes d’una persona d’algada 1,80m. Quin és 'error quadratic
mitja en aquesta estimacié?

Un canal de comunicacié li suma al senyal transmes X un soroll Z incorrelat amb X. Volem
corregir 1’efecte multiplicant la sortida per una constant A. Trobeu el millor valor de A si
mx =myz =0, 0x =101 0z = 5. Compareu ’error quadratic mitja d’aquesta estimacid
amb el que s’obtindria fent 1’estimacié per una constant.

Calculeu-ho ara en el cas que el soroll sigui independent de X i multiplicatiu en lloc d’additiu.
Quin problema hi ha en aquest cas?

Un sistema de tractament de dades consta de quatre seccions i dues arees de memoria. Per
cada usuari les probabilitats de trobar-se en la seccié s (s = 1,2,3,4) i en l’area de memoria
m (m = 1,2) venen donades en la segiient taula:

m\s | 1 2 3 4

1 |0,100,15 ] 0,05 | 0,20

2 0,15 ] 0,10 | 0,20 | 0,05

Calculeu les entropies de les tres particions corresponents a la secci6 (U), a I’area de memoria
(V) i a ambdés elements (U - V). Calculeu la informacié muitua entre U i V. Doneu els
resultats en bits.
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

2
Donades les variables X, uniforme en [0,a] 1Y, amb densitat fy (y) = —12/, 0 < y < a, calculeu

les seves entropies i mostreu que l’entropia de X és superior. Interpreteu aquest fet a partir
de les grafiques de les densitats.

Calculeu el valor mitja del procés estocastic

- = 0<t<Y
X(t) =
(t) iy
R <t<L1
-y =~

on Y és una variable aleatoria uniforme en [0, 1].
Donat el procés estocastic
2 0<t<A
X(t) = 3
A
— t>A
t
on A és una variable aleatoria exponencial de parametre A = 1,
(a) Representeu graficament el procés: primer per a A fixat com a funcié de ¢ (realitzacié);
després per a t fixat com a funcié de A.
(b) Calculeu la seva funcié de valor mitja m(t).
(c) Calculeu la seva funcié de distribucié de primer ordre F'(x;t). Representeu-la graficament.

(d) Calculeu la seva funcié de densitat de primer ordre f(z;t) i utilitzeu-la per tornar a
calcular m(t).

(e) Calculeu I'esperanca de la variable aleatoria J = [ X (t)%dt.

Un procés estocastic estacionari té funcié d’autocorrelacié R(1) = Ke~®7l. Calculeu la millor

estimaci6 lineal en mitjana quadratica de X (t) a partir de X (¢t —7T') i X (¢t — 2T). Calculeu
Perror quadratic mitja.

Donat un procés X (t) amb valor mitja m(t) i autocovariancia C(t1, t2), i una constant 7' > 0:
(a) Calculeu la millor estimacié de X (t) a partir de 'estimador C' = aX (¢t —T) + (3, on « i

(G s6n constants.

(b) Particularitzeu el resultat anterior al cas que X (t) sigui estacionari amb valor mitja m
i autocovariancia C(7).

(c) Particularitzeu el resultat del primer apartat al cas que X (¢) sigui un procés de Poisson
de parametre \.

En un procés de Poisson de parametre A, T;, i = 1,2, 3, son els instants en que es produeixen
els tres primers esdeveniments. Quin tipus de variable és T si sabem que T} =1 1 T3 = 37
(Indicacié: calculeu fr,(t2| 11 = t1,T5 = t3) utilitzant 12.14.)

(X,Y) és una variable aleatoria bidimensional uniforme en el triangle delimitat per les rectes
r=1y=0,z=y.

(a) Calculeu els moments conjunts m, s de (X,Y).
(b) Quina és la millor estimaci6é de X donada Y?

(c) Calculeu la funcié de valor mitja i autocorrelacié del procés estocastic:

Z(t) = Xt(t—Y).
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69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

(d) Quina és la millor estimacié lineal homogenia de fOY Z(t)dt donat Z(%)?
Donat el procés estocastic X (t) = e~4* on A és una variable aleatoria uniforme en [0, 1]

(a) Calculeu la seva funcié de valor mitja i la seva autocorrelacio.

(b) Si Xi(t) és una realitzacié d’aquest procés: que val tlim X1(t)?
—0Q
(c) Que podem dir de tlim X(t)?
—00

Donat el procés X (t) = V cos(wt + ¢) on w esta fixat, V és una VA exponencial de parametre

VLO i ¢ és una VA uniforme en [0, 27|, V i ¢ independents

(a) Que se’n dedueix amb els criteris d’ergodicitat?
(b) Determineu si és un procés ergodic.
(a

) Demostreu la segiient propietat de la probabilitat condicionada:
Si Ay, As, ..., A, és una particié de 2,

P(B|C) = f: P(B|C N A;)P(A:|O).
=1

(b) A partir de 'anterior resultat demostreu que en una cadena de markov, donats t; < to <
t3

n
P(Xy, = 5| X1y = 51) = Y P(Xyy = 55| X1, = 51) P(Xy, = 55| Xy, = 51).
k=1

Tenim quatre boles, dues blanques i dues negres. D’aquestes boles n’hi ha dues a 'urna A i
dues a I'urna B. Representem l’estat d’aquest sistema dient quantes boles blanques hi ha a
l'urna A. El sistema es sotmet repetidament a la seglient transformacié: es treu a I'atzar una
bola de A i s’introdueix en B; després es treu una bola a 'atzar de B i s’introdueix en A.
(a) Trobeu la matriu de transicions de la corresponent cadena de Markov.
(b) Demostreu que el sistema és completament ergodic i trobeu les probabilitats 1{imit.

(c) Si de les anteriors quatre boles en triem dues a l'atzar, calculeu les probabilitats de
treure cap, una o dues boles blanques. Expliqueu a partir d’aquest resultat el que s’ha
obtingut en ’anterior apartat.

En una sequéncia de text tenim la seguretat que després d’un espai ve una lletra. La proba-
bilitat que després d’una lletra vingui un espai és a (0 < a < 1).

(a) Demostreu que el sistema és completament ergodic i trobeu la freqiiencia d’espais.

(b) Calculeu la longitud mitjana de les paraules i relacioneu-lo amb 'anterior resultat.
Considerem que t = 0,1,2,3,... numera els dies successius. El dia 0 tenim 5 bombetes de

recanvi. La probabilitat que en un dia es fongui la bombeta val p > 0. L’estat del sistema en
un dia donat és el nombre de bombetes de recanvi de que disposem.

(a) Demostreu que es tracta d'una cadena de Markov completament ergodica i trobeu les
probabilitats limit. Interpreteu el resultat.

(b) Per que el sistema no és completament ergodic si p = 07

Estudieu 'ergodicitat del sistema de 1’exemple 14.2. Vegeu que passa si es canvien les parets
reflectants per parets absorbents (p11 = 11 pgy = 1).
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76. Estudieu 'ergodicitat i probabilitats limit del sistema amb matriu de transicio

=

Il
S O = O
= O Nl NI
S O O N
= = O O

77. Donada la matriu quadrada d’ordre n M amb components:

a sit=7j
Mi; = o
B osiiF]
(a) Demostreu que det M = (a — 3)" !(a+ (n — 1)3). Quins sén els valors propis de M i
les seves multiplicitats?

(b) Quina relaci6 hi ha d’haver entre o i § per a que M sigui una matriu estocastica?

(c) Demostreu que en el cas anterior (exceptuant si « =1 0 si n = 2, = 0) el sistema és
completament ergodic. Trobeu les probabilitats limit (noteu que M és simetrica).

(d) Com és I’evolucié del sistema en les excepcions de I'apartat anterior?
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F1.

F2.

F3.

F4.

EL COSTAT FOSC

El 28 de gener de 1986 el transbordador espacial Challenger amb set tripulants a dins va
explotar poc després d’enlairar-se. Aquest desastre, vist per TV per tots els americans va
suposar un fort cop a la carrera espacial i va deixar una marca inesborrable al subconscient
ianqui. A la comissié investigadora s’hi va voler posar un element independent de prestigi
i es va triar al premi Nobel de Fisica Richard P. Feynman que en el seu llibre de memories
“What do you care what other people think?” explica profusament 1’experiéncia.

Un dels elements que més ressalten, i que més sén criticats per Feynman, és 1’'us de la pro-
babilitat en qiiestions d’enginyeria espacial. Un dels errors comesos per la NASA és utilitzar
I’experiencia historica per determinar la fiabilitat d’una missié. Per justificar una probabilitat
d’accident molt poc realista (1/100.000) els oficials de la NASA diuen (en documentaci6 oficial
prévia a laccident):

since the shuttle is a manned vehicle, the probability of mission success is nec-
essarily very close to 1.0.

Historically, this extremely high degree of mission success has given rise to
a difference in philosophy between manned space flight programs and unmanned
programs; i.e., numerical probability usage versus engineering judgement.

Una mostra del poc sentit que poden tenir les estimacions probabilistiques la tenim en la
disparitat de valors que donaven com a probabilitat P d’accident fatal diferents grups:

Enginyers de Rocketdyne (els fabricants): P = 1/10.000.

Enginyers del Marshall Space Center (els disenyadors): P = 1/300.

El management de la NASA: P = 1/100.000.

Un enginyer independent consultat per la NASA: P entre 1/100 i 2/100.

Finalment Feynman, en les seves conclusions recomana

For a successful technology, reality must take precedence over public relations,
for Nature cannot be fooled.

Paradoxa dels dos sobres. Algu prepara dos sobres, una amb una quantitat de diners i ’altre
amb el doble. Nosaltres, que desconeixem aquestes quantitats, triem un sobre a l'atzar.
Anomenem X la quantitat que conté i suposem que ens ofereixen la possibilitat de canviar
de sobre. Aparentment, com hem fet ’eleccié a ’atzar, el fet de canviar de sobre no varia
el nostre guany en mitjana. Pero ’altre sobre pot contenir % 0 2X aixi que si canviem de
sobre, en mitjana guanyem % . % +2X - % = % que és major que X. Per tant, convé canviar

de sobre. Es aix0 realment aix{?

En el concurs televisiu del 123, al final el presentador ens ofereix triar entre tres sobres un dels
quals conté un apartament a la costa. Després que n’hem seleccionat un, el presentador agafa
un dels sobres de la taula i, somrient, mostra que no conté res. Ara ens ofereix la possibilitat
de canviar el sobre que tenim pel que queda a la taula. Que hem de fer?

Apostant a la ruleta a vermell i negre, una estratégia és comencar apostant una unitat. Si
guanyen tornem a comencar, si perdem apostem el doble que la passada vegada. D’aquesta
manera sempre que guanyem recuperem tot el que hem perdut abans més una unitat. Discutiu
la validesa d’aquesta estrategia. (En els casinos esta prohibit utilitzar-la.)
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F5.

Fe6.

F7.

F8.

F9.

F10.

Tenim el segiient desenvolupament de Taylor (|z| < 1):

1 o
—_— = Z CRfL:Ek.
(1-) k=0

Demostreu-lo des del punt de vista combinatori. Després calculeu els coeficients de la serie i
haureu demostrat novament quin valor pren CR%.

L’esdeveniment impossible () té probabilitat 0. Si un esdeveniment A té probabilitat 0, es
impossible que es produeixi?

Donada una variable aleatoria X continua sempre es verifica P(X =a) = 0 (la probabilitat
d’un punt es zero). Vol dir aix0 que la variable no pren cap valor? No és una paradoxa?

Donada una variable aleatoria continua X considerem les noves variables Y = | X |15 = sg(X).
Com ha de ser la funcié de densitat de X per que Y i S siguin independents?

El conjunt de Cantor K és I’exemple més simple de fractal. Es parteix de 'interval [0, 1] C R
i se li resta el ter¢ del mig. Després es resta el ter¢ del mig dels dos intervals que queden.
Després es resta el ter¢ del mig dels 4 intervals que queden, ... El conjunt K C R és el que
queda després d’aplicar aquest procediment indefinidament.

(a) Demostreu que K és un borelia.
(b) Si X és una variable aleatoria uniforme en [0, 1], que val P(X € K)?

(c) Considereu ara una variable Y uniforme en . Demostreu que Y no és ni discreta, ni
continua, ni mixta! La seva funcié de distribucié es diu escala del diable. Quin aspecte

té?

La “qualitat” d’un joc d’apostes es pot mesurar amb ’esperanga del guany (per euro apostat,
per exemple). Si apostem a la tirada d’una moneda i, en cas d’encertar, ens paguen el doble
del que hem apostat, el guany esperat (apostant 1 euro) val E[G] = 0- % +2 % = 1. En aquest
cas diem que el joc és just. Apostant a vermell o negre a la ruleta (18 nombres vermells, 18
nombres negres i el zero), E[G] =0 - % +2- % = 0,973. El joc és quasi just, amb un petit
avantatge per a la banca.

Calculeu el guany esperat pel sorteig de la Loteria de Nadal a partir de les segiients dades
(Nadal 2008).

El sorteo consta de 195 series de 85.000 billetes cada una. Al precio de 200 euros el billete, dividido en décimos
de 20 euros. El total de la emisién asciende a 3.315.000.000 euros. El total destinado a premios asciende a
poco mas de 2.000 millones de euros.

PREMIOS POR SERIE | TOTAL PREMIOS | PROPORCION AL PREMIO
EL GORDO (Primer Premio) 1 15.000 Euros por Euro jugado
Segundo Premio 1 5.000 Euros por Euro jugado
Tercer Premio 1 2.500 Euros por Euro jugado
Cuartos Premios 2 1.000 Euros por Euro jugado
Quintos Premios 8 250 Euros por Euro jugado
Pedreas de 5 Cifras 1.774 5 Euros por Euro jugado
Aproximacién Primer premio 2 100 Euros por Euro jugado
Aproximacién Segundo premio 2 62,5 Euros por Euro jugado
Aproximacién Tercer premio 2 48 Euros por Euro jugado
Centenas del Primer premio 99 5 Euros por Euro jugado
Centenas del Segundo premio 99 5 Euros por Euro jugado
Centenas del Tercer premio 99 5 Euros por Euro jugado
Centenas de dos Cuartos Prem 198 5 Euros por Euro jugado
Dos tltimas del Primer premio 849 6 Euros por Euro jugado
Dos tltimas del Segundo prem. 849 5 Euros por Euro jugado
Dos tltimas del Tercer premio 849 5 Euros por Euro jugado
Reintegros (dltima cifra Gordo) 8.499 1 Euro por Euro jugado




F11. De les consideracions metriques fetes hem arribat a definir la distancia entre dues variables
aleatories X,Y com

d(X,Y)=E[(X -Y)%.

Sembla també que si aquesta distancia mesura la diferencia entre les dues variables, la podriem
definir

acx) = [ T () — fr(0)%de

on fx, fy son les respectives funcions de densitat.

Quina diferencia hi ha entre les dues definicions?
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

SOLUCIONS DELS PROBLEMES

., . 1 .
si n és parell i ———— si n és senar.

1
10m/2 10(n—1)/2

. 0,0154.

. Algun as en 4 tirades: 0,5177. Algun doble as en 24 tirades: 0,4914.

k 0 1 2 3 4 5-¢ 5+c 6

P(k) | 0,4359 | 0,4130 | 0,1323 | 0,01765 | 0,0009686 | 1,802 - 10> | 4,200 10— | 7,15- 105

k 1 5c 5+c 6
0,099975 | 0,1790 | 0,00468 | 0,000782

En 10.950 apostes:

Parella | Doble parella Trio
0,422 0,04753 0,0211
Escala Color Full

0,00392 0,0019 0,00144

Poker | Escala de color | Escala real

0,00024 | 0,0000138 1,5-10°0

. 0,00119.

- (Goh)-

. 1568, N2

(N—n)!2n!"

2
(a) &y (b) (2,5) 2% El primer tendeix al resultat (b) que és independent de n.

2k

(a) 0,6583. (b) 0,683. (c) No sé6n independents.
(c) Algun ha de tenir probabilitat nulla.

Només poden tenir cardinal 2 i 3 amb un element comi o 3 i 4 amb dos elements comuns.
Per exemple, {1,2}1 {1,3,4} o {1,2,3} i {1,2,4,5}.

(a) g—? = 0,838. (b) 0,9. Efectivament, la condicié ha disminuit la probabilitat de passar boles

negres.
6

1

—

Primer: 1/(1+ g+ ¢?). Segon: q/(1+ q + ¢?). Tercer: ¢*/(1+q+¢*). (¢=1—1p)

Empat: ﬁ A: % B: .

_ pa b _ pA(1—PpcPeb)
(a) PaA PA+PB—DPAPB " ( ) PaA 1—=pabPbePca—PacPcbPba—PabPba—PacPca —PcbPhe

El primer %, els altres %

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(ANC)+ P(ANBNC).

P(AjUA5U- - -UA,) = P(A)—-)Y P(A;NA;)+ P(A;NA;NAL)— - +(—=1)"T P(A;N450- - NA,)
J J

1<j 1<j<k
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21.

22.

23.
24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

(=n"

P=1-1 ! !
=1 — +§_§+...+ !

! ! n
0,36787946, per n = 100.000 val 0,36787944.

5 n
k
0,2718. En general P = E (—1)k<2> (1 - 6) .

k=0

0,861657.

0,2937.
Els dos casos sé6n equivalents: P(error) = 3e? — 2¢3. Si € és petit, P(error) < e.

k—1

n—1

QX:{n,n—l—l,...}iP(k‘):< >pnqk_",k‘:n,n—|—1,....

Hadeser0<a<1. A=1—a. (a)a® (b) ==. (c) =2

Si X té parametre «, % té parametre a L.

(a) Qy = [-1,1]. fy(y) = ﬁ,—l <y<l. Fy(y) = % + %arcsiny,—l <y<l1.
0 z2<0
) 0y =01, o) = , 7 =0
z= 102 F2E = %—I—%arcsinz 0<z<1
1 z>1

(c) ElY] =0, E[Z] = 1.
Primer cas: E[X]= 7. Segon cas: E[X]= 1%;.

—a

71% (fent la suposici6é raonable que la variable és gaussiana).

o3

1

-1

. El limit val e™! = 0,367879441.... Per a n = 10 val

A3 (n+2)! 3 3
K=" my=—"2L BX]=2,V[X] = <.
5 = o FXI= 5 VIXT = 5
(a) =™ = 02075, (b) Qy = {0,1,2,-+-}, Py(n) = (1 — e )e ™", B[Y] =
2
0,052. (c) 2.
K= E[X]=m,V[X] = =, P = 0,8488
- 27 - ) - Az? - ) *
0 siz < 30
@307 30 < o < 40
(a) Fx(z) = A - P =0,555 (b) mx = 40, ox = 4,082. (c) T és
1 B0 40 < o < 50
1 six > 50

geometrica amb p = %. N és binomial amb n = 30, p = 28—5. E[T] = 8, E[N] =
0,3006, 0,09828.

0'2 (e
(a) erf(-2), 68,3%, 95,4%, 99,7%. (b) +/20. (c) m, = ™ T+ E[Y] = eZT ™ V[Y]

V2

e2m( 6202

™

— 7).

[ t J— _
N (t) = Noe~ 7 . Per mostres macroscopiques: o/N < N 12 que és negligible (per exemple,

en un gram d’urani hi ha 102! particules).
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39.

40.

41.

42.

43.

44.
45.

46.

47.
48.

49.

50.

51.

52.

53.
54.

55.

56.

57.

58.

Fr(t)=1—exp (—at - %(e“ft - 1)) El cas exponencial és 3 = 0.

(a) K = 2/(e — 1), X és exponencial amb A = 2i fy(y) = (e —1)71e¥%,0 < y < 1. Sén
independents. (b) K =2, fx(z) = 2(e™® — e 2*),2 > 01 Y és exponencial amb A\ = 1. No
sén independents.

Les marginals sén sempre uniformes (en el quadrat [0, 1]x[0, 1] per a cada parell de variables;
en l'interval [0, 1] per a cada variable). Dos a dos sén independents, pero les tres no sén
independents.

Quadrat: P = 0,8464. Hexagon: P = 0,9097. Triangle: P = 0,7420.
X=0|X=1|X=2|X=3
— T 3 3 T 27
R e e S
R e I o S
Y =2 0 0 35 G i
1 3 3 1
8 8 8 8

X és binomial ambn =31ip= % Y és binomial ambn =31ip= %.

Si Z és Varea: E[Z] = ZL1Lo, fz(z) = —(wL1Ly) ™" In(;27), 0 <z <mLiLo.

(a) 0,02531. (b) 0,6943.
y 0<y<1
2—y 1<y<2

Qy = [072] 1 fY(y) = {

E[A4] = P(A), Aanp = AalAp, Aaup = Aa+ Ap — AaAp, Az =1—Ay.

(a) Si Ny és la variable que déna el nombre d’ordinadors amb k usuaris, tenim que E[Ny] =

20(1k5) 1%51?. (b) En particular E[Ng] = 9,2. (c¢) La suma d’aquestes esperances déna el

nombre total d’ordinadors, 20.

C[X,Y] = 1. Aixo implica que no sén independents.

T és exponencial amb \ = Z/\i. ET)| =1/ Z Ai. P(guanya i) = \;/ Z/\j.
i=1 i=1 j=1

(a) 0,4375. (b) f(z) = (60 — 2)/1800,0 < z < 60. E[Z] = 20 min. (c) f(u) = (60 —
1)/1800,0 < u < 60. E[U] = 20 min.

(a) 5,1 euros. (b) 60,5, si X és el nombre de pizzes entregades a temps, P(X < 55,5) = 0,0395.
(¢) 0,9755.
flti,ta, .. ty) =Ae™Mn 0<t] <ty <--- < t, < oo.

g

NG

Uniforme en [0, 1].

_ 1
f(Z, t) - 2wo109+/1—p2|2| €

n mk— m— k
Mot (p) el

(a) En els dos casos

(a)f/:%\/l—Xz,)A(:%m. (b) mX:my:%r,a%(:a%:%—;Tﬁg (ox = oy =
07264')7 C[Xv Y] = 2L - 1_62 (p: _073)' (C) Y :p$+mX(1 _p)v T :Pl/‘|‘mX(1 _p)'
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59.
60.

61.
62.
63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

73,8 Kg. €nin = 41,3 (és a dir, error mitja val 6,4 Kg).

Additiu: A = %. Per aquesta estimacié €, = 20 mentre que estimant per una constant

€min = 100. Multiplicatiu: A = 0 (I'estimacié no té cap utilitat degut a la total incertesa
introduida pel soroll sobre el signe).

HU)=2 H(V)=1, HU-V)=284, I(U,V) =0,15.
HX:lna,Hyzlna—l— —1n2. HX>HyJaque——ln2——019
m(t) =1+tlnt+ (1 —¢t)In(1 —¢t).

(b) m(t) = 61=5= — (3t + 6)e". (e) 144.

m = OéX(t— T) —I—ﬁX(t— 2T)7 o = e_aT’ﬁ =0. €= K(l _ 6_2aT).
(a) = CZ(tT:::tT B=m(t)—m(t—T)a. (b)a= %,ﬁ = m(l—%)a. (c)a=1,3=\T.
Uniforme en [t1, to].
(2) mrs = ey (D) 7= 3L (o) m(t) = 2 — 4. R(ti, ta) = titp(f2 — (02 4
(d) A= g%
(a) m(t) = 1=, R(ty,t2) = =522 (b) 0. () 0 en MQ.
2 1-— 20T
(a) Els criteris no decideixen res. (b) Es ergodic ja que 0% = Vg 72:(;;;} tendeix a zero

per T — oo.

(a) M =

1
(&
(c) Si N és el nombre de boles blanques extretes P(N =0) = (i—) = %, P(N=1) = ?T) = %,
2 2

P(N=2) = A = %. Coincideixen amb les probabilitats limit ja que després de moltes

. (b) Completament ergodic ja que M? no conté cap zero. P(o0) =

O o= Wl
WIN WIN WIN
Wi o= O

LA
Si

2
transicions ’efecte és de barrejar les boles completament a I'atzar.

0 1

(a) Si s = espai i s9 = lletra, M = (
a 11—«

). Completament ergodic ja que els

«a 1—«
a(l-a) (1-a)’

P(o0) = (1 Tor T +a> d’on la probabilitat de trobar un espai en una posicié donada val

valors propis sén 1, —a, o bé notant que M? = ( ) no conté zeros.
1+a

(b) La longitud d’una paraula es pot considerar una variable geometrica amb parametre
p = «. El seu valor mitja és é Cada paraula va seguida d’un espai amb el que la frequiencia

d’espais és 1/(% +1) =135
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74.

75.

76.

77.

(a) Hi ha 6 estats: 0,1,2,3,4,5. Per an > 1, de l'estat n passem n — 1 amb probabilitat p i
ens quedem en n amb probabilitat ¢ = 1 — p. Si estem en 'estat 0 ens hi quedem.

0

o O oo =
S O o K

oS o R O O
o Q O O O
"R O O O O
K* O O O O O

Completament ergodic ja que té el valor propi 1 simple i el valor propi ¢ (|¢| < 1). P(o0) =
(1,0,0,0,0,0). Logicament, a la llarga acabem a ’estat 0, sense cap bombeta.

(b) Si p =0, M = I i el sistema persisteix en 'estat inicial. Aixi, no es verifica la condicié
d’independencia de la condicié inicial.

Ninguna és ergodica. Paret reflectant, hi ha el valor propi —1. Paret absorbent, el valor propi
1 no és simple.

4 7 1 4
. 4 1| 3724 , 2 4 1 2
Completament ergodic ja que M* = {¢ 418 2 9 no té cap zero. P(o0) = (5, 359 5).
4 7 2 3
(a) A\ = a— [ amb multiplicitat n — 1 i Ay = a+ (n — 1) amb multiplicitat 1. (b) Ha de ser
0<a<lifg= I_Ta (c) Completament ergodig ja que tenim Ay = 1 simplei A\ = (1—1—%)@—%
verifica —1 < —2 < A\; < 1. P(oo) = (£,1,..., 1), (d) Per a a = 1, M = I i persisteix
0
Pestat inicial (valor propi 1 multiple). Per an =2, =0, és M = Lo ) Partint d’un

estat ens anem movent ciclicament entre aquest estat i I’altre (notem que hi ha el valor propi
—1).
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