CFI1S - Processos Estocastics
Curs 2015-2016

Colleccié de problemes

1. Siguin X i Y variables aleatories conjuntament gaussianes, amb valors mitjans mx = 11 my = —1,
variancies 0% = 11 0% = 4, i coeficient de correlacié p, 0 < p < 1. Calculeu la millor estimacié en mitjana
quadratica de S = X +Y donada T = X — Y. Calculeu també 'error d’aquesta estimacié. Interpreteu el
resultat quan p = 1, i relacioneu-lo, en aquest cas, amb l'estimacié de Y donada X.

Resolucio:

Les variables aleatories S i T" també s6n conjuntament gaussianes. Per tant, la millor estimacié de S

donada T és lineal,
S = Mll;ST (T - mT) + mg.
or

Calculant els diferents parametres tenim:
mg =mx +my =0,
mr =mx —my = 2,
pist = E(ST) —msmy = BE(X? - Y?) = B(X?) - E(Y?) =
0% +m% — (6% +mi)=2—-5= -3,
02 =BE(T?) —m% =B(X?+Y? -2XY)-4=2+5-2E(XY) —4 =
3—2(poxoy +mxmy)=3—-2(2p—1)=5—4p.

Aixi,
. -3
S=5—, -2
L’error val
e = B(S — §)2 = B((S — §)S) = B(S2) — B($S) = E(X?) + B(Y?) + 2B(XY) — 5%/)E(5T)
-3 16(1 — p?)
=2 2(2p— 1) — —3)=—r7
+5+2(20-1) 574p( 3) 5 1p

Sip=1e=01tenim S = S = —3T + 6 amb probabilitat 1. En efecte, si p = 1 es compleix, amb
probabilitat 1, que
Y = 25X —mx) +my =2(X — 1) — 1 = 2X — 3.
ox
Per tant, amb probabilitat 1, S =X 4+Y =3X —-31iT =X —-Y = —X 4 3. Aixi, amb probabilitat 1,
S=3B3-T)—3=-3T+6.




2. Siguin A i B variables aleatories independents de valor mitja 0 i variancia o2. Donat el procés estocastic
X(t) = Acos (wt)+Bsin (wt), calculeu-ne 'esperanga i 'autocorrelacié. Calculeu també la millor estimacié
lineal de X (t2) donat X (1) i 'error de I’estimacié. Interpreteu els casos en que aquest error és maxim o
minim.

Resolucio:

L’esperanca i ’autocorrelacié del procés valen
mx(t) = E(X(t)) = E(A) cos (wt) + E(B) sin (wt) =0

Rx(t1,t2) = E(X(t1)X(t2)) = E ((Acos (wt1) + Bsin (wt1))(A cos (wtz) + Bsin (wtz)))

= 0% (cos (wty) cos (wty) + sin (wty) sin (wtz)) = o2 cos (wT), T = [t; — ta].

El procés és estacionari en sentit ampli.
—_—

Per a qualsevol ¢, la variable aleatoria X (¢) té esperanca 0 i podem prendre X (t2) = aX (t1). Aplicant el
principi d’ortogonalitat tenim

0=FE ((X(t2) - X(tg)) X(tl)) = Rx(t1,t2) — aRx(t1, t1),
d’on R (t1.12)
_ Rx(t,t2)
a= Rxltit) cos (wT).
Per tant,
X(t2) = X (t1) cos (wT).
L’error val

e=5((x() - X)) =B ((x(e) - Xo2)) X(02)

= Rx(0) — cos (wr)Rx(7) = 0° (1 — cos® (w7)) .

3. Sigui A una variable aleatoria uniforme en (0,a). Definim el procés estocastic (per a t > 0):

1, 0<t<A,
X(t) = { 0, altrament.

Calculeu les probabilitats P(X (¢) = 1) i P(X(¢) = 0) i determineu la funcié valor mitja de X (¢).

Resolucio:

Fixat ¢ tenim que P(X(t) = 1) = P(A > t). Com que A és uniforme en (0, a), aquesta probabilitat val

—t
@70 1L o0<t<a
P(Xt)=1)=PA>t) = a a
0, t>a
Naturalment,
t
- 0<t<a
PXt)=0)=1-P(X(@#)=1) = a

1, t>a



X

4. Calculeu el valor mitja my (t) i 'autocorrelacié Ry (t,t + 7) del procés estocastic Y (t) = e **, on X és

una variable aleatoria exponencial de parametre p. (Feu els calculs prenent ¢ i 7 positius).

5. Sigui X () un procés de Poisson de taxa . Calculeu les funcions de distribucié i de densitat de probabilitat
del temps T' transcorregut fins a la tercera transicié. (Recordeu que Fr(t) = P(T <t).)

Resolucio:

Observeu que l'esdeveniment {T" < t} equival a que en (0, ¢] s’han produit 3 o més transicions del procés
de Poisson. Per tant,

Fp(t) =P(T'<t) =P(X(t) 2 3) =1 - (P(X(t) = 0) + P(X(t) = 1) + P(X(¢) = 2))

t2
:1—6—*tt(1+ut+(”2) ) t>0.

La densitat de probabilitat és la derivada de la funcié de distribucié:

(ut)®
2

)2
) —e M (n+ u2t) = ue‘“t%7 t > 0.

Frlt) = Ba(t) = pe (1 Fut+

6. Donada la variable aleatoria A uniforme en (—m, ), definim el procés estocastic X (t) = A, t € R. Digueu,
justificant les respostes, si és certa o falsa cadascuna de les proposicions segiients:
(a) El valor mitja estocastic (esperancga) del procés és una variable aleatoria.
(b) El valor mitja temporal en (—7,T) del procés és constant.

(c) El procés no és ergodic en valor mitja.

Resolucio:

(a) Tenim que E(X(¢)) = E(A) = 0. La proposicié és falsa.

(b) El valor mitja temporal en (—T,T) de X (¢) és la variable aleatoria
1 (T

MT:ﬁ 7

1 T
X(t)dt = — Adt = A.
=55 [
La proposicié és falsa.
(c) La proposicié és certa. Si el procés fos ergodic, la variable aleatoria M hauria de convergir (p.e. en
mitjana quadratica) cap a mx = 0 quan 7' — co. Pero aixd no és cert ja que

7.‘.2

E ((Mr —mx)?) =E(4%) = T £ 0.

7. Sigui X (¢) un procés de Poisson de taxa p.

(a) Demostreu que el temps transcorregut fins que es produeix la primera transicié és una v.a. exponencial
de parametre p.

(b) Suposeu ara que les transicions del procés es “marquen” amb probabilitat p, independentment unes
de les altres. Demostreu que la probabilitat que en (0,¢] no hi hagi transicions marcades val e #P*.
Calculeu l'esperanca del temps transcorregut fins que es té la primera transicié marcada.



8. Considereu el procés X (t) = cos(wot + B @), on wy és una constant real, & és una variable aleatoria
uniforme en 'interval [—7/2,7/2] i B és una variable aleatoria discreta, independent de ®, amb P(B =
0) =piP(B =1) =gq. Calculeu la funcié valor mitja mx(t) i la funcié d’autocorrelacié Rx (t1,t2).

Resolucio:
La funcié valor mitja de X (t) val:
mx (t) = E(X(t)) = E(cos (wot + B ?))

= E(cos (wot + B ®)|B = 0)P(B = 0) + E(cos (wot + B ®)|B=1)P(B =1)
1 /2
= p coswot + g E(cos (wot + @) = p coswot + ¢ — / cos (wot + ¢) dop
™ J_x/2

2
=+ q;) cos wot.

La funcié d’autocorrelacié és:
Rx (t1, tg) =F (COS ((.Uotl + B (I)) CcOs (thg + B q’))
= p coswoty coswpta + q E (cos (wot1 + @) cos (wote + D))

1 1
=p 3 (coswo(t + t2) + coswp(t1 — t2)) + g 5 (coswp(ts — ta)+

1
E(cos (wo(ty + t2) + 2@))) = 3 (coswo(ty — t2) + p coswo(ty + ta2)),
ja que

/2
E(cos (wo(t1 +t2) +2®)) = %/ cos (wo(t1 + t2) + 2¢) dp = 0.
—7/2

9. X (t) és un procés estocastic estacionari, amb valor mitja m(t) = 0 i autocorrelacié R(7) = cos 7.

(a) Per a cada t fixat, calculeu la millor estimacié lineal no homogenia en mitjana quadratica de X (t)
donats X (0) i X(7/2).

(b) Calculeu l'error quadratic mitja de Panterior estimacié i demostreu que X (t) és una oscillacié ale-
atoria.
(¢) Enuncieu dos criteris suficients d’ergodicitat en valor mitja. Determineu si X (¢) és un procés ergodic

en valor mitja per aplicacié d’aquests criteris, o calculant la variancia de la seva mitjana temporal,
en cas que no es verifiquin.

Resolucio:

(a) Com que m(t) = 0, estimador pren la forma aX (0) + bX (7/2). Les equacions del principi d’ortogo-
nalitat sén
{ E[(aX(0) +bX(7/2))X(0)] = E[X(t)X(0)]
Bl(aX (0) + bX (r/2))X (x/2)] = E[X(2)X (r/2)
Es a dir
{ aR(0) + bR(7/2) = R(t) { a = cost
aR(m/2) + bR(0) = R(w/2 —t) b=sint

Per tant el millor estimador de la variable aleatoria X (t) és cost X (0) + sint X (7/2).



(b) L’error quadratic mitja és
€= E[(X(t) — (aX(0) +bX(7/2)))’] = E[X()(X(t) — (aX(0) + bX (m/2)))]
= R(0) —aR(t) —bR(w/2 —t) =1 — costcost —sintsint = 0.
Com V'error és zero, per a t arbitrari X (¢) coincideix exactament amb ’estimador:
X (t) = X(0)cost + X (m/2)sint,
que és una oscillacié aleatoria.

(¢) X(t) no verifica cap dels dos criteris suficients d’ergodicitat ja que no existeixen

oo
/ cos Tdr, lim cosT.

— 50 |[T] =00

Com els criteris només sén suficients, amb ells no podem dir res sobre l'ergodicitat de X (t).
Per determinar si X (t) és ergodic s’ha de calcular 02, la variancia de la mitjana temporal

1 T

Una manera de calcular-ho és:

1T |7]
2 —_— — —_— —
o7 = 5% . C(r) <1 2T> dr,

on C(1) = R(1) —m? = cos T és la funcié d’autocovariancia de X (t).

1 2T ‘T| 1 2T T
2
_ 1 ORI (-2
o7 = o o cosT ( 2T> dr T /0 COST ( 5T dr

1 —cos 2T
o2

1 T COST T
:Temﬂ_ﬁ%QT>

Com es veu inmediatament, 02 — 0 per 7' — oco. Per tant, X (t) és un procés ergodic.

0

Un procediment alternatiu és calcular directament

1 (T . sinT’
=oF _T(X(O)cost+X(7r/2)smt)dt—X(O) T

mr

d’on
0% _ sin2T0§( o= sin?T (0) _ sin? T
T2 (0) T2 T2

10. Sigui X (t) un procés estocastic estacionari en sentit ampli amb valor mitja mx = 0. Sigui Y;(¢) la millor

11.

estimacid lineal en mitjana quadratica de X (t+7T') donats X (¢), X (t —T), X (t —2T); i sigui Y2(¢) la millor
estimacié lineal en mitjana quadratica de X (¢t + T') donat tnicament X (¢). Demostreu que si la funcié
d’autocorrelacié del procés és Rx (1) = A e=*I7| aleshores Y;(t) = Ya(t). Interpreteu aquest resultat en
el cas del senyal telegrafic.

Sigui A una variable aleatoria exponencial de parametre . Definim el procés estocastic (per a ¢ > 0):

1, 0<t<A,
Xt = { 0, altrament.

Es demana:



(a) La funcié de distribucié Fx (z;t) (que caracteritza U'estadistica de primer ordre del procés).

(b) Les funcions de valor mitja i d’autocorrelacié de X (t). Es un procés estacionari en sentit ampli?

(¢) Trobeu la millor estimacié lineal homogenia de X (¢2) donada X (1), t1 > 0. Comenteu que passa en
cadascun dels casos: (1) t1 < ta, (2) t1 =t21 (3) t1 > to.

(d) Trobeu l'error quadratic mitja de Panterior estimacié (pel cas (1)). Raoneu el seu comportament
quan tg — o0.

12. Calculeu la funcié valor mitja i la funcié d’autocorrelacié de 1'oscillacié aleatoria
X(t) = cos (2 + D),
on ) és una variable aleatoria amb funcié densitat de probabilitat

—(w—wo) >
_fe , w>w
falw) = { 0, altrament ’

i @ és una variable aleatoria uniforme en [0, 27], essent Q i ® independents.

Resolucio:
Com que 2 i ® sén variables aleatories independents, la seva funcié de densitat conjunta val:
1

foo(w, ¢) = falw)fe() = 27

0, altrament

e”@mw) >, 0< ¢ <2

La funcié valor mitja de X (t) és:

mx (1) = B(X(£)) = E(cos (Qf + @)) = /_ h /_ " cos (wt + 6) fan (w, 6) dwdd =

Joe) 1 2m
/ o (w—wo) (/ cos (wt + @) d(b) dw =0,
wo 27T 0

1 2w

), cos (wt + ¢) d¢ = 0.

ja que, per a t i w fixats,

Pel que fa a la funcié d’autocorrelacié tenim:
Rx(t,t+7)=EX{)X({t+7)) =E(cos (U + ®))cos (Ut +7)+ P)) =

. (COS (Qr) + cos (;2(2t+7) +2<I>)> _

% E(cos (1)) + % E(cos (2t + 1) + 2®)) = = E(cos (27)),

DO =

ja que, com el cas del valor mitja,

1 2
— cos (w(2t + 1) + 2¢) d¢ = 0.
27T 0
Notem que Rx depen només de 7. Finalment,
1 1 [ 1 [
Rx (1) = 3 E(cos (Q71)) = 3 / cos (wT) fo(w) dw = 5/ cos (wr) e~ @=w0) gy =
— 00 wo
cos (wpT) — 7 sin (woT)
2(1+72)

X (t) és un procés estacionari en sentit ampli.




13. Considereu el procés estocastic
X (t) = AteB?

on A, B sén variables aleatories independents uniformes en [1,3] i [0, 1] respectivament.

(a) Calculeu les seves funcions de valor mitja i d’autocorrelacio.
(b) Sigui Xy el valor maxim que pren la funcié X (¢) per ¢ > 0. Calculeu la millor estimacié en mitjana

quadratica de X (¢) de la forma @ on «a(t) és una constant per cada t.

Resolucio:
(a)
m(t) = E[X(t)] = E[Ate” 5] = E[A|tE[e~ P! =

1
=2t [ e Pdb=2(1—-e7").

0
R(t1,ts) = B[X (t1)X (t2)] = E[At1e” P Atge™ "]
= B[A%)t 1ty Ele” Blatta)]
3 1
:/ a @tlb/ —b(ti+ta) gp — =2 13 tits (1_6—(t1+t2))_
1 2 0 3 b1+t
(b) El valor de Xps és X (tps) on tps és la solucié de
dX(t) _Bt
= = A(1 — Bt
0 7 ( Je
Aixi tpy = B~ Vi Xy = %e‘l. L'estimador a(t)Ze és lineal homogeni. Trobem o = a(t) amb el
principi d’ortogonalitat.
B B _p B 9 21 or L ~Bt
E[aze . Ze] = E[Ate™"". Ze] = ae“E[B ]E[ﬁ] =teE[Be™ "',
on . 5
1 1 1 da 1
E[B? Vdb==, E -
[]/ 3 Plgpl= L a2 2 3
~B1] / be‘btdb———e—;t—e—_t.
t t
Finalment 9
a(t) = §(1 —(1+t)e™).

14. Un procés estocastic X (t), estacionari en sentit ampli, té valor mitja mx (t) = 1 i funcié d’autocovariancia
Cx(t)=1/(1+712).
(a) Donats X(t) i X(t+ 1), trobeu la millor estimacié lineal no homogenia, en mitjana quadratica, de
X(t+2).
(b) Calculeu lerror de 'estimacié anterior.

(c) Fent servir la desigualtat de Chebyshev, trobeu una cota superior per la probabilitat que X (¢) > 10.

15. Considereu el procés estocastic
Z(t) = X cost + Ysint + N,

on (X,Y) és una variable aleatoria bidimensional uniforme en una regié circular de radi a centrada a
l'origen i N és una variable aleatoria gaussiana amb valor mitja 0 i varidncia o2 incorrelada amb X i Y.



(a) Calculeu la funcié valor mitja i la funcié d’autocorrelacié del procés Z(t). Digueu si el procés és
estacionari.

(b) Sia =210 =1, determineu la millor estimacié lineal homogenia en mitjana quadratica de Z(¢),
0<t<m/2, donat Z(0) i Z(w/2).

16. A partir de les variables aleatories independents A, B, de valor mitja zero y variancies 0% =11 0% = 2,
es defineix el procés estocastic
X(t) = At + B.

Es demana:

(a) La funci6 valor mitja i la funcié d’autocorrelacié de X (t). Es un procés estacionari en sentit ampli?

(b) Trobeu la millor estimacié lineal homogenia de X (¢) donades X (¢1) i X(t2), amb ¢, ¢; i o instants
distints. Comenteu els casos t — t1 1t — ta.

(¢) Suposeu que A i B sén variables aleatories de tipus continu. Expresseu la funcié de densitat fx (x;t)
de primer ordre del procés X (t) en termes de les funcions de densitat f4(a) y f5(D).

17. Sigui A una variable aleatoria uniforme a l'interval [0, 1]. Definim el procés estocastic:

X(t):{ At, t>0,

0 altrement.
Es demana:

(a) La funci6 de densitat fx(z;t) (que caracteritza I'estadistica de primer ordre del procés).
(b) La funcié valor mitja i la funcié d’autocorrelacié de X (t). ;Es un procés estacionari en sentit ampli?

(¢) Suposant t1,t2 > 0, trobeu la millor estimacié lineal de X (¢2) donada X (¢1) i 'error quadratic mitja
que s’obté. Interpreteu el resultat obtingut.

Resolucio:

(a) Per a cada valor de t, la funcié de distribucié de probabilitat de X (¢) és:

0, x<0,
X xr
Fx(x;t):P(X(t)ga;):P<A§¥):FA(x/t): 7 0zast,
1, >t

Per tant, la funcié de densitat és fx(z,t) = L Fy(z,t) = 1 per z € [0,4] i fx(z,t) = 0 altrament (és a
dir, es tracta d’una variable aleatoria uniforme a Uinterval [0, ¢]).

(b) Com que E{A} = 1/2 i E{A?} = 1/3, la funcié valor mitja és:
mx(t) :=E{X(@#)} =E{A} = %t (t > 0);
mentre que la funcié d’autocorrelacié dona:
R(ti,ts) = B{X (1) X (t2)} = B{A2}t1ts — %tltg (t1.ts > 0).

Per tant, com que mx(t) no és constant (depén de t) i Rx(t1,t2) no depén Unicament de 7 :=t; — ¢, €l
procés no és estacionari en sentit ampli.



18.

19.

—

(¢) La millor estimacié lineal de X(t2) donada X (t1), t1,t2 > 0, és X(t2) = aX(t1) + 8, aon ai g

o —

sén constants que es determinen imposant la condicié que 1" “error” X (t2) — X (t2) és ortogonal a les
“dades” X (t1) i 1:
E{[X(tz) — OéX(tl) — B] . X(tl)} =0 = Rx(tl,tz) = aRx(tl,tl) + /Bmx(tl)
E{[X(t2) —aX(t1) = B]- 1} =0 = mx(t2) = amx(t1) + 8

D’on s’obté:

o Rx(ti,t2) —mx(t1)mx(t2)  Cx(ti,to

Rxltn) —mx(t)? Ox(tnt) 0 i) memx()

A on, en el nostre cas, la covariancia val Cx (t1,t2) = %tltz — %tltg = 1—12t1t2. Aleshores, obtenim els valors
a= %7 B =0, d’on la millor estimacié és:

— t
X(ty) = 2X(t1).
t1
(Noteu que, com era d’esperar, )?(E) — X(t1) quan to — 7).
D’altra banda, ’error quadratic mitja és:

—2

e = B{[X(t2) - X(t2)*} = E{X(t2)°} — E{X(t) }

t
= Rx(l2,t2) — t%RX(tlvtl) =0;
1
a on s’ha utilitzat el “teorema de Pitagores” (degut a l'ortogonalitat entre X (t2) — )?(E) i )?(E))

Com que lerror és nul, 'estimacié és exacta. En efecte, noteu que, si es coneix el valor X (t;) = Aty,
coneixem també el valor de la variable aleatoria A = %X (t1). Per tant, el valor de X(t2) ha de ser

X(tg) = Aty = %X(tl), que és el que ens dona ’estimacié.

Un servei de reclamacions atén correctament un 60% de les reclamacions que se li adrecen. El nombre de
reclamacions que arriben segueix un procés de Poisson d’intensitat A = 5 reclamacions cada hora.

(a) Quin és el valor mitja de reclamacions mal ateses durant una jornada de vuit hores.

(b) Quina és la probabilitat que en una jornada de vuit hores s’hagin atés correctament 24 reclamacions.

(a) Si X 1Y sén variables aleatories independents i Z = min (X,Y’), demostreu que
Fz(z) =1-(1-Fx(2)) (1 - Fy(2))
(b) Siguin X;(t) i X2(t) processos de Poisson independents de taxes p; i pg, respectivament, i sigui
X(t) = Xa(t) + Xa(t).

Calculeu la funcié densitat de probabilitat i 'esperanca del temps 7" transcorregut fins que es produeix
la primera transicié de X (t).

¢) Calculeu la funcié de probabilitat de primer ordre del procés . Sabrieu relacionar aquest resultat
Calculeu la funcié d babilitat de pri dre del 6s X (t). Sab laci It
amb l'obtingut a ’apartat anterior?

Resolucio:



20.

(a) Per la definici6 de funcié de distribucié de probabilitat tenim:
Fz(2)=P(Z<z)=Pmin(X,Y) <z)=1-Pmin(X,Y) > 2z) =

1-PX>2Y>2)=1-P(X>2)P(Y >2)=1—-(1—-Fx(2) (1 - Fy(z)),
on hem aplicat P(X > 2, Y > z) = P(X > 2)P(Y > z) per ser X i Y independents.

(b) Si T; és el temps fins que arriba la primera transicié de X;(t), i = 1,2, 1 T és el temps fins que
es produeix la primera transicié de X(t), aleshores T = min (73, 7T3), amb T; i Ty variables aleatories
exponencials, independents, de parametres pq i p2, respectivament.

Per tant, pel resultat de ’apartat anterior:
fr(t) = Fr(t) = fr,()(1 = Pr,(t)) + fr, () (L — Fr, () =

0, t<O0
(1 + pp)e” i)t g >

Es a dir, T és exponencial de parametre 1 + po i, per tant,

)= 1
1+ p2

(c) Sigui n > 0 un enter fixat.

P(X(t)=n) =P (X1 (1) + Xo(t) =n) = Y P(Xi(t) =k, Xa(t) =7) =

k+r=n
n mn B t)nfk B (u2t)k
P(Xi(t)=n—-—k)P(Xo(t)=k) = p,lt(,U/l st _
kZ:O (Xa(t) = n — k) P(Xs(t) = k) g L e
e ) s " n— - + "
= o Z (k) (pat) k(y,gt)k = ¢~ (mtp2)t w,

n=0
on P(X;(t) =k, Xo(t) =7) =P(X1(t) = n—k)P(X2(t) = k) ja que X1(t) i Xo(t) s6n processos estocastics
independents.
Noteu que X () és, per a cada t, una variable aleatoria de Poisson de parametre (p1 + p2)t. Aixi, el nombre

mitja de transicions per unitat de temps de X (¢) val u1 4 e, amb conseqiiencia amb el fet que el temps
fins a la primera transicié de X (t) és exponencial de parametre py + po i, per tant, E(T) = 1/(u1 + p2).

A partir de les variables aleatories A i B conjuntament gaussianes d’esperanga zero, variancies 0% i 0%,

respectivament, i coeficient de correlacié p, es defineix el procés estocastic
X(t)=At+ B

(a) Calculeu el valor mitja i la funcié d’autocorrelacié de X (). Es un procés estacionari en sentit ampli?
(b) Doneu la funcié de densitat de primer ordre del procés.

(¢) Si Ai B sén incorrelades, trobeu la millor estimacié lineal en mitjana quadratica de X (¢) donades
X(t1) i X(t2), amb t,t;, o instants distints. Comenteu els casos t — t1 i t — ta.

(d) Calculeu lerror quadratic mitja comés amb 'estimador calculat a I’apartat anterior. Interpreteu el
resultat que s’obté.
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21. Siguin X (t), Y'(¢t) dos processos de Poisson independents, els dos de parametre (taxa) A.

(a) Donat el procés Z(t) = aX(t) + 5, amb o, € R, es demana trobar la seva estadistica de primer
ordre (funcié de densitat o de probabilitat), la funcié valor mitja i la funcié d’autocorrelacid.

(b) Comproveu que el procés S(t) = X (t) + Y (t) també és de Poisson i calculeu el seu parametre (taxa)
N.

(c¢) Calculeu la millor estimacié lineal homogenia en mitjana quadratica de X (2), donats X (1) i X(3).
Interpreteu el resultat. Calculeu 'error quadratic mitja de ’estimacio.

22. Sigui X (t) el procés estocastic
2, 0<t<Y,
X(t) = { 0, altrament,

on Y és una variable aleatoria exponencial de parametre A = 1.
(a) Quins sén els valors presos per cadascuna de les variables aleatories X (1), X(2) i X(4). Determineu
les seves funcions de probabilitat. Raoneu: es tracta d’un procés d’estat continu o d’estat discret?

(b) Calculeu la funcié de probabilitat de primer ordre del procés X (¢). Utilitzeu-la per obtenir-ne la
funcié de valor mitja m(t), aix{ com la poéncia del procés. Compareu la forma de les realitzacions
amb la del valor mitja. Quines similituds i diferéncies hi ha?

(¢) Calculeu la funcié d’autocorrelacié de X (t), R(t1,tz). Verifiqueu a partir d’ella que la poténcia
calculada a lanterior apartat és correcta. (Indicacid: distingiu els casos ty >ty i t1 > to.)

(d) Determineu la millor estimacié lineal no homogenia de X (¢2) donat X (¢1), (0 < t; < t3), i lerror
quadratic minim d’aquesta estimacio.

Resolucio:

(a) La variable aleatoria X (%) pren el valors 0 i 1 amb probabilitats

(3 (2) )= ()
(3 3) ) ()

Analogament, la variable aleatoria X (2) pren els valors 0 i 4, mentre que X (4) pren els valors 0 i 8. Les
probabilitats respectives valen:

P(X(2)=4)=P(Y >2)=1-F(2)=e?

P(X(2)=0)=1-P(X(2)=4)=1—-¢"2,

En general, X (t) és una variable aleatoria discreta que pren el valor 2¢ si Y > ¢ i el valor 0 altrament.
X (t) és, doncs, un procés d’estat discret.

(b) Noteu que per a t < 0 el procés X (¢) pren el valor 0 amb probabilitat 1. Per tant, si ¢t < 0, mx(t) i la
potencia P(t) valen trivialment 0.
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Sit > 0, d’acord amb I'apartat anterior tenim:

Per tant, si t > 0,
myx(t) =B(X(t)) =2t P(X(t) = 2t) = 2te "

P(t) = E(X?(t)) = 4t> P(X (t) = 2t) = 4t* .

(c) Pel que fa a la funcié d’autocorrelacié tenim (prenent tq,ts > 0):
Rx(t1,t2) = E(X(t1)X (t2)) = 4t1t2 P(Y > t1,Y > to)
=41t P (Y > max (t17 t2>) = At 1ty e M (t1,t2)

Per tant,
P(t) = Rx(t,t) = 4t e,

reobtenint aixi el resultat de 'apartat anterior.

La covariancia val
Ox(t1.t2) = Rx(t1,t2) = mx (t)mox (t2) = dtrty (e (00 — em(0t2)),
(d) Sigui

—

X(t) = aX(t) + 5.

Plantejant les equacions ortogonals:
0=E(X(t2) — aX(t1) = ) = mx(t2) — amx(t1) — B,

0= E((X(tg) — aX(tl) — B)X(tﬁ) = Rx(tl,tg) — OéRx(tl,tl) - Bmx(tl),

obtenim t .
Cx (t1,t1) 412 (e=t — =2t "
t
=mx t2 — amxyx tl = t2 e — L e — t167 _
6 ( ) ( ) 2 t2 t2 (t2 t1)2 t1 0
1
Per tant,

— t
X(ts) = f e~ (=t X (¢)).

Pel que fa a l'error tenim
=B ((X(t) ~ X(12)) X(t2)) = B((X(tz) = aX(t1) - B) X(t2)
= Rx(ta,t2) — aRx(t1,t2) — Bmx(t2)

=413 e — i— ety py et = 4t2 et (1 — 67(t27t1)> .
1
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