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Capitol 1

Processos Estocastics

1.1 El concepte de procés estocastic

L’analisi d'un fenomen observable comporta sovint I’estudi d'un senyal
que varia de forma aleatoria amb el temps de manera que la magni-
tud mesurada en un instant determinat es distribueix a 'atzar d’acord
amb una determinada llei de probabilitat. La modelitzaci6 matematica
d’aquesta situaci6é porta a la definici6 de procés estocastic:

Sigui (Q, F,P) I'espai de probabilitat corresponent a I'experiment
aleatori d’interes. (Recordem que Q denota el conjunt de tots els resul-
tats possibles de I'experiment, F és la o-algebra dels esdeveniments
i P la funci6 que assigna una probabilitat a cada esdeveniment.) D’al-
tra banda, sigui R; C R el conjunt on varia un cert parametre t que
anomenarem temps perque sovint correspon a una variable temporal.

Definicio 1.1 Un procés estocastic X definit sobre (Q), F,P) és una apli-
cacio

X:RixQ—R

(t,w) » X(t,w)
tal que X (t, w) és una variable aleatoria per a cada t € R;. Es a dir, fixat
un valor del temps, el subconjunt de resultats {w € Q : X(t,w) < x} és,
per a cada x € R, un esdeveniment de F.

Un procés estocastic és, doncs, una familia de variables aleatories
{X(t,w) = X¢(w), t € R}

indexada pel parametre t. Pero, un procés estocastic es pot interpretar
també com una collecci6é de funcions del temps:

{X(t, w) = X0 (1), w € Q},

essent X, (t) la realitzacio del procés corresponent al resultat w de
I'experiment aleatori. Normalment s’omet a la notaci6 la dependencia
amb w i es denota el procés simplement per X (t).

5
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Quan el conjunt R; on varia el parametre t és un conjunt discret (finit
o infinit numerable), el procés estocastic s’anomena de temps discret. En
aquest cas X (t) correspon bé a una variable aleatoria multidimensional
(X(t1), X(t2),..., X (tn)) si Ry = {t1,t2,...,t,} és un conjunt finit, bé a
una successio de variables aleatories X[n] = {X(t1), X (t2),..., X(ty) ...}
si Ry = {t1,t2,...,tn,...} és un conjunt infinit numerable. En canvi,
quan R; és un conjunt no numerable (per exemple, Ry = R, R; = [0, o),
0 R; = [a, b]) es diu que el procés X(t) és de temps continu.

Si fem referéncia als valors que pren X(t) tenim una altra classifi-
caci6 dels processos estocastics. Diem que X(t) és un procés discret
en estats si el conjunt imatge de I'aplicacié X és discret; en canvi, quan
aquest conjunt imatge és no numerable, el procés s’anomena continu
en estats.

Exemple 1.2
Sigui ® una variable aleatoria distribuida uniformement en I'interval
[—7r,7r],isigui f € R* una constant. Aleshores,

X(t) =sin(2mft +®), te[0,0)

és un procés estocastic de temps continu i continu en estats que cor-
respon a una oscillaci6 de frequiéncia f i fase ® aleatoria. O

Exemple 1.3

Es porta I’estadistica de les trucades que arriben a una central telefonica
al llarg d’'un conjunt de dies Q. Sigui X, (t) el nombre de trucades que
han arribat aleatoriament a la central durant el periode d’observacio
[0,t] del dia w € Q. Cada funcié X, (t) correspon a una realitzacio
d’un procés estocastic de temps continu i discret en estats, ja que que
X (t) només pot prendre els valors 0, 1, 2, ... O

Exemple 1.4
Sigui
X[?’l]Z{...,X_l,Xo,Xl,...,Xn...}, nez

una successio (doblement infinita) de variables aleatories incorrelades,
totes amb esperanca 0 i igual variancia 2. La seqiiéncia aleatoria X[n]
constitueix un un procés estocastic de temps discret que s’anomena
soroll blanc. O

Exemple 1.5

Considereu una successié Bi, By, Bs, ... de variables aleatories de Ber-
noulli independents, tal que P(B; = 1) = p, P(B; = -1) =q,i > 1, 0on
p + q = 1. Aleshores,

X(nl=Bi+By+---+By, n=12,...

és un procés estocastic de temps discret i discret en estats. (En aquest
exemple, Ry = {1,2,...,n,...} i X[n] pren només valors enters.) Aquest
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procés s’anomena passejada aleatoria, perque cada realitzacié es pot
interpretar com el moviment d’'una particula que es “passeja" en una
dimensio6, de tal manera que, si en I'instant i la particula ocupa la po-
sicié de coordenada k, aleshores a l'instant segiient i + 1 ocupara bé
la posicio de coordenada k + 1, amb probabilitat p, bé la posicié de
coordenada k — 1, amb probabilitat g. O

1.2 Funcions de distribucio i de densitat de pro-
babilitat

A T'hora de descriure probabilisticament un procés estocastic convé
considerar-lo, tal com s’ha explicat en la secci6 anterior, com una col-
lecci6é de variables aleatories indexada pel parametre temps. Aixo per-
met estudiar-ne les families de funcions de distribuci6 i de densitat de
probabilitat de conjunts de variables aleatories extretes del procés.

Comencem fixant un valor de t i determinem la funcié de distribu-
cio de probabilitat Fx(;)(x) de la variable aleatoria X(t) obtinguda del
procés en particularitzar-lo en aquest instant t. Aquesta funcié d’ar-
gument x (que depén també de t quan fem variar aquest parametre)
s’anomena funcio de distribucio de primer ordre del procés estocastic.
Denotant Fx;)(x) com una funcio Fx(x;t) de les variables x i t, podem
escriure:

Fx(x;t) = Fxn(x) = P(X(t) < x).

Observeu que Fx(x;t) ens descriu 'evoluci6é temporal de la funci6 de
distribuci6 de probabilitat de les diverses variables aleatories sorgides
de X (t) en variar el temps.

Si X(t) és un procés continu en estats podem definir la funcio de
densitat de primer ordre del procés, fx(x;t), com la funcié de densitat
de probabilitat fx) de la variable aleatoria continua X (t). Per tant, per
a cada t fixat,

f(x;t)Ax =~ P{x < X(t) < x + Ax},
o bé, de manera més formal:

P{x < X(t) < x + Ax}
Ax |

St = lim (1.1)

S’han de complir les relacions conegudes entre funcions de distribuci6
i de densitat de probabilitat. Per exemple, I'equacio6 (1.1) ens diu que
O0Fx(x;t)

Sxin(x) = iFX(t)(X), ésadir, fx(x;t) = X

dax

Analogament,

Fx@(x) = J_ Sxwy(u) du, ésadir, Fx(x;t)= J_ Sx(u;t) du.
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Si X(t) és un procés discret en estats que pren els valors xi, x», ...,
Xk, ..., €s defineix la funcio de probabilitat de primer ordre del procés,
px (xk;t), com la funci6 de probabilitat de la variable aleatoria discreta
X(t). Es a dir,

px(xi;t) = pxy(xk) = P(X(8) = xx), k=1,2,...

Ara tenim:
Fx(x;t) = > px(xi;t).

Xk=X
De forma més general:

Definicio 1.6 La funcio de distribucio d’ordre n del procés X (t) és la fun-
cio de distribucio conjunta Fxt,) x(t,)....x(t,) (X1, X2, ..., Xn) de lesn varia-
bles aleatories X (t1), X (t2), ..., X (L), extretes del procés en particularitzar-
lo en els instants de temps ty, to, ..., ty. Aixi,

Fx(x1,X2,...,Xn5t1, b2, ooy tn) = Fx(e),X(t2),. X (8n) (X1, X2, o0y X))
=P(X(t1) < x1,X(t2) < x2,..., X (tn) < Xxn).

Per a un procés continu en estats, la funcio de densitat d’ovdre n
s’obté com:

anFX(xI’XZ’ CECRC ’X‘I’L;tli t2, ey tTL)
X1,X2,. 3 Xn b1, 62,0, En) = ;
fX( 1 2 ny b1, L2 n) ax18x2 ---aXn
i correspon a la funci6 de densitat conjunta de les n variables aleatories
X(ty), X(t2), ..., X(ty). Analogament, si el procés és discret en estats

podem considerar la funcio de probabilitat d’ordre n:

pX(xklvxkza---1xkn;t11t21---1tn)
=P(X(t1) = xx,, X(t2) = Xk, ..., X (tn) = Xk,).

Com ja s’ha esmentat, podem operar amb aquestes funcions de la
forma coneguda per a funcions de distribuci6é i densitat de variables
aleatories. Aixi, per exemple,

J_ Sx(t) dx =1, J_ Sx(x1,x2;t1,t2) dxy = fx(x2;t2),

lim Fx(x1,x2;t1,t2) = Fx(x1;t1),

Xp— 0

px (X t1) = > px(Xp,, Xi,; b1, t2).
k2

Per tenir una descripci6 probabilistica completa d’'un procés estocas-
tic X (t) necessitem, en general, conéixer la seva funcié de distribucio
d’ordre n, per a tot n > 1. Aquesta és una informacio6 de la qual, sovint,
no sera possible disposar-ne en la seva totalitat. Ens haurem de limitar
al coneixement de les funcions de distribucio fins a un cert ordre, o bé,
al coneixement de I'’evoluci6 temporal de certs moments associats a les
variables aleatories obtingudes del procés. Aquesta qiiestio es detalla
en les seccions segiients.
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1.3 Funcio valor mitja

Si per a cada temps t calculem I’esperanca de la variable aleatoria X (t)
obtenim la funcié valor mitja.

Definici6 1.7 La funcio valor mitja del procés estocastic X (t) és:

my(t) = E(X(1)).

Aquesta funcié ens dona, doncs, I’evolucié temporal del moment de
primer ordre del procés estocastic. Quan X(t) és un procés continu
en estats, la funcié valor mitja es pot calcular formalment mitjancant
I’expressio:

(o)

myx(t) = J X fx(x;t) dx,

mentre que, en el cas discret en estats, tenim:

my(t) = > xppx(x;t).
k

Vegem-ne alguns exemples.

Exemple 1.8

Considereu 'oscillacié aleatoria X (t) = cos (2t ft + B ®), en qué f és
una constant real, ® és una variable aleatoria uniforme en [—71t/2,1T/2],
i B és una variable aleatoria discreta, independent de &, tal que P(B =
0)=piPB=1)=q.

Fixem t i calculem I’esperanca de la variable aleatoria X (t). Tenim:
myx(t) = E(X(t)) = E(cos (2T ft + B ®))

= E(cos 2 ft + B®)|B = 0)P(B = 0)+E(cos 2 ft+ B®)|B=1)P(B=1)
= p cos2m ft + qE(cos 2m ft + ®)).

Per a cada t, cos (27t ft + ®) és una variable aleatoria funcio de ®. Pel
teorema de ’esperanca podem escriure:

[e9)

Ecos 2t + ) = | _cos @rift+ ) fol) do
1 /2 5
- J_mz cos (21 ft + ) dep = = cos (21 f1).

Aixi, la funci6 valor mitja de X (t) és:

mx(t) = (p +q %) cos (21 ft).
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Exemple 1.9
Un transmissor envia polsos rectangulars d’altura i posicio aleatoris.
Cada pols transmes correspon a una realitzacio del procés estocastic

X({t)=Vht-T), t>0,

en que I'altura V del pols és una variable aleatoria uniforme en [0, vg],
T és una variable aleatoria exponencial de parametre u, independent de
V,1ila funci6 determinista h(t) és

1, O0<t=1
h(t) = .
0, altrament
Calculem la funcio6 valor mitja del procés X (t).

Com a 'exemple anterior, fixem t > 0 i determinem I’esperanca de
la variable aleatoria X(t). Noteu que X(t) = Vh(t — T) és una varia-
ble aleatoria funcié de Vi T. Com que V i T sOn variables aleatories
independents, tenim:

my(t) = E(X(1)) =E(Vh(t -T)) =E(V)E(h(t -T)) = %E(h(t —-T1)).

D’altra banda, h(t — T) és, per a cada t, una variable aleatoria discreta
que pren els valors 0 i 1. Per tant,

E(h(t-T))=Ph(t-T)=1)=P{t-1=<T <t}

t
, Jue*‘”del—e’“t, 0<t<l1
0
= Sfr(T)dt = .
t-1
pe Mt dt = e =D _p=Ht ¢ > 7,
t-1
(1.2)
Aixi doncs:
%(l—e‘“t), O<t<l1
my(t) =

YO (onlt=1) _ o-ut)
2 )
La Figura 1.1 mostra la funci6é valor mitja del procés quan vg = 2y
u=1.
També podriem haver considerat h(t —T) com una variable aleatoria
g(T) funci6 de T i aplicar el teorema de I'’esperanca:

t>1.

E(u(t=T) =E@(D) = | _g(fr(mydr = | g(ripe s dr, (13

on la funci6é g(t) que relaciona les variables aleatories h(t — T) i T és:

1, t-1=<T1=<t

g(1) = { 0, altrament (1.4)

Substituint ara (1.4) en I’equacio (1.3), obtenim de nou I'expressio (1.2).
O
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0.6f Mx®

1 2 3 4
Figura 1.1: mx(t),vo =2, u=1
Exemple 1.10
Considereu el procés X(t) = g(t—T), en qué T és una variable aleatoria
uniforme en [0, 7] i

£) = sint, O<t=<m
g(t) = 0, altrament.

En aquest exemple calcularem E(X (t)) condicionant préviament per
T:

my(t) = E(X () = EEX(D) | T))
= JOO EX)|IT=1)fr(r)dt = lJTTE(X(t) |T=T1)dT.
— T Jo

Pero, E(X(t) | T =T1) = g(t — 1), i, per tant,

1 ™
myx(t) = *J gt—7t)dr
T Jo
t<O0

0,

1 (f . 1

— | sin(t-T1)dTt = —(1 —cost), O<t<rm
TT Jo T

1 ™

1
— sin(t—T1)dt =—(1—-cost), m=<t<2m
TT t—1T TT

| O, t =21

O

Tal com hem comentat abans, quan tenim un procés estocastic de
temps discret podem identificar-lo, de forma general, amb una seqiién-
cia de variables aleatories

X[n]={...,X({t-1),X(t0), X(t1), X(t2),..., X (tn) ...}, meL.
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En aquest cas, la funci6 valor mitja del procés correspon a una seqiien-
cia de valors reals, i podem escriure:

myx[n] = E(X[n])

(o)
J x fx(x;n) dx, sielprocés és continu en estats,
— 00

Z Xk px(xXg;n), si el procés és discret en estats,
k

on fx(x;n) és la funci6é densitat de probabilitat de la variable aleatoria
continua X[n] (funci6é densitat de primer ordre del procés continu en
estats) i px(xx;n) = P(X[n] = xi) és la funcié de probabilitat de la
variable aleatoria discreta X[n] (funci6 de probabilitat de primer ordre
del procés discret en estats).

1.4 Funcions d’autocorrelacio i d’autocovarian-
cia

La funci6 valor mitja ens informa de la variacié amb el temps del mo-
ment d’ordre u del procés estocastic. L'evolucié temporal dels moments
d’ordre dos queda recollida per les anomenades funcions d’autocorre-
laci6 i d’autocovariancia. Considerem, en primer lloc, el moment 1,
de dues variables aleatories, X (t;) i X(t»), sorgides del procés X (t) en
particularitzar-lo en els instants t; i t».

Definici6 1.11 La funcio d’autocorrelacio Rx(tq,t>) del procés X(t) es
defineix com:
Rx (t1,t2) = E(X(t1) X (£2)).

Si X (t) és continu en estats podem escriure:

Rx(ty,t2) = J J x1x2 fx(x1,Xx2;t1, t2) dx1dxo,
mentre que si X(t) és discret en estats tenim:

Rx(ty,t2) = D> X, Xk, Px(Xky, Xkos 1, £2).
ki ko

La funcié d’autocorrelacio és una funcié simetrica dels seus arguments,
i.e. Rx(t1,t2) = Rx(ty,t1),iel seuvalor quant; =t, =t és:

Rx(t,t) = E(X?(t)).

Si X (t) correspon, per exemple, a un senyal eléctric, la magnitud X?(t)
esta associada a la poténcia o ’energia instantania d’aquest senyal. Es
per aixo que la funcié E(X?(t)) s’anomena la poténcia mitjana del pro-
cés estocastic.
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Si enlloc del moment m; estem interessats en estudiar la covarian-
cia (moment central ;) de les variables aleatories X (t;) i X(t»), obte-
nim aleshores la funcié d’autocovariancia del procés estocastic.

Definici6 1.12 La funcio d’autocovariancia del procés X (t) és:

Cx(t1,t2) = E((X(t1) — mx (1)) (X(t2) — mx(t2)).

Desenvolupant aquesta expressio s’obté la relacio segiient entre les fun-
cions Cx, Rx 1 my,

Cx(t1,t2) = Rx(t1,t2) — mx(t1)mx(t2).

Noteu també que la funci6
Cx(t, 1) = E((X(1) = mx(1)?)

ens dona la variacio amb el temps de la variancia o, de la variable
aleatoria X (t).

Exemple 1.13

Sigui X (t) un procés estocastic amb funcié valor mitja mx(t) = 3 i fun-
ci6 d’autocorrelacio Ry (ti,to) = 9 + 4e~02li-t2l - Calculem ’esperanca,
variancia i covariancia de les variables aleatories Z = X(5) i T = X(8).

Tenim:
E(Z) = E(X(5)) = mx(5) = 3,

i, analogament,
E(T) = E(X(8)) = mx(8) = 3.

En efecte, la funci6 valor mitja del procés pren el valor constant 3 al
llarg del temps, i aix0 vol dir que qualsevol variable aleatoria obtinguda
del procés en particularitzar el temps en un determinat instant tindra
la mateixa esperanca (igual a 3).

Calculem ara E(Z2) i E(T?):

E(Z?%) = E(X(5)X(5)) = Rx(5,5) = 13,
E(T?) = E(X(8)X(8)) = Rx(8,8) = 13.

De fet, E(X(t)?) = 13 per a qualsevol valor de t. (El procés X (t) té una
poténcia mitjana constant.) Per tant,

Var(Z) = E(Z%) — (E(Z2))? = 4,
Var(T) = E(T?) — (E(T))?> =4
D’altra banda,

E(ZT) = E(X(5)X(8)) = Rx(5,8) =9 + 4¢796,
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Aixi,
Cov(Z,T) =E(ZT) —E(Z)E(T) = 4795,

També podem calcular la covariancia de Z i T a partir de la funcié
d’autocovariancia de X (t):

Cov(Z,T) = Cx(5,8) = Rx(5,8) — mx(5)mx(8) = 4796,

Exemple 1.14

Calculem la funci6 d’autocorrelacio del procés X (t) = Acos (2 ft + ®),
on A i & son variables aleatories independents, essent ® uniforme en
[—7r, 1] i A exponencial de parametre p.

La funci6 valor mitja de X (t) és:
myx(t) =E(X(t)) =E(Acos (2 ft + ®)) = E(A) E(cos 2 ft + ®)) =0,

jaque Ai® son independents i

(o)

E(cos 2mft + ®)) = J cos 2T ft + @) fo(p)de

=$ JW cos 2 ft+¢)ded = 0.

Pel que fa a la funcié d’autocorrelacio,

Rx(t1,t2) = E(X(t1)X(t2)) = E(A%2 cos (2T ft; + ®) cos(2r ftr + ®))
cos(2m f(t; + tp) + 2®) + cos(2m f(t; — tz)))
2

:E(A2)E<
= ulz cos(2mr f(t; — t2)),

on, com abans,

o0

E(cos 2m f(t; + 12) +2®)) = J cos (21 f(t1 + t2) + 2¢) fo(P) d

= % J’Tr cos (2 f(t; +t2) + 2¢p)dgp = 0.

Com a I'exemple anterior, la funci6 valor mitja es manté constant al
llarg del temps i la funci6 d’autocorrelacié varia amb t; i t, inicament
mitjancant la diferéncia T = ¢; — t,. Es a dir, la correlaci6 entre les
variables aleatories X (t;) i X (t») depen només de la separacié temporal
entre els instants t; i t; i no d’on s’hagi fixat I'origen de temps. Aquesta
és una propietat important que examinarem amb més detall en parlar
dels processos estacionaris. O
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Per a processos de temps discret podem reescriure les expressi-
ons de les funcions d’autocorrelaci6é i d’autocovariancia de la forma
seguent:

Rx[n, k] = E(X[n]X[k]),
Cx[n, k] = E((X[n] - mx[n]) (X[k] — mx[k]) = R[n, k] - mx[n]mx[k].

Exemple 1.15
Considereu el soroll blanc introduit a I'Exemple 1.4; és a dir, X[n],
n € Z, és una seqiiéncia de variables aleatories incorrelades, totes amb
esperanca 0 i variancia o2. Tenim:

my[n] = E(X[n]) =0,
E(X[n]?) = o2, n=m

O

Quan es consideren dos processos estocastics distints, X (t), Y (t),
es pot definir la seva correlacio creuada:

Rxy (t1,t2) = E(X(£1)Y (£2)),

ila seva covariancia creuada:

Cxy(t1,t2) = E((X(£1) —mx(t1)) (Y (t2) — my(£2)))
= Rxy (t1,t2) —mx(t1)my (&2).

1.5 Processos estacionaris

Quan les propietats probabilistiques d'un procés estocastic no depenen
de I'origen de temps es diu que el procés és estacionari. Aquesta defini-
ci6 vol contemplar les situacions on es considera un fenomen aleatori
en que les causes que l'originen es troben en estat estacionari i, per tant,
les propietats estocastiques del fenomen es mantenen estables amb el
temps.

1.5.1 Estacionarietat en sentit estricte

Definici6 1.16 EI procés estocastic X(t) és estacionari en sentit estricte
si els processos X(t) i X(t + c) son probabilisticament iguals per a tot c
tal que t,t + c € Ry.

Sigui X (t) un procés estocastic estacionari en sentit estricte. Si
les propietats probabilistiques de X(f) son independents de I'origen
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de temps, aleshores les variables aleatories X(t1), X(t»2), ..., X(t,) —
obtingudes en particularitzar el procés en els instants ty, i, ..., t,—
es distribueixen conjuntament de la mateixa forma que ho fan les va-
riables aleatories X(t; + ¢), X(t2 + ¢), ..., X(t, + ¢) —obtingudes en
particularitzar el procés en els instants t; + ¢, t2 + ¢, ..., ty + ¢, essent
el desplacament c arbitrari. Tenim doncs la condici6 segiient sobre la
funcié de distribuci6 d’ordre n:

FX(XI!x21"'1X1’L;t11t21'--1tn)
=Fx(x1,X2,...,Xm;t1 +c,to +c¢,...,tn +c). (1.5)

Aquesta condicié s’ha de complir per a tot ordre n > 1, per a tot des-
placament ¢ de l'origen de temps, i per a tota elecci6 dels instants tq,
to, . tn.

Quan la condici6 (1.5) es verificaperan = 1,2,...,k, (pero no neces-
sariament per a valors més grans de n), es diu que el procés és estacio-
nari d’ordre k. Observeu que quan X (t) és estacionari d’ordre k, llavors
ho és també d’ordre k', per a tot k' < k, i que un procés estacionari en
sentit estricte ho és d’ordre k per a tot k > 1.

Sigui X (t) un procés estocastic continu en estats i estacionari d’or-
dre k > 1. (El cas discret en estats es discuteix de forma similar.) Per
acadan = 1...k, podem formular una condicié analoga a (1.5) per la
funci6 de densitat d’ordre n:

Fx(x1, X0, ., x5 t1,t2, ..., tn)
= fx(x1,x2,...,xn;t1 + ¢, ta +C,..., ty + ). (1.6)
Peran =1 tenim:
fx(x;t) = fx(x;t +c) peratotc.
Aixi, la funci6 densitat de primer ordre
fx(x;t) = fx(x) (1.7)

no depén del temps; és a dir, totes les variables aleatories X (t) obtin-
gudes del procés, tenen la mateixa funcié densitat de probabilitat. A
més, com a conseqiiéncia de (1.7) tenim:

[ee) [ee)

my(t) = E(X (1)) = J X fx(x;t) dx = J Xfx(x) dx = my. (1.8)

Teorema 1.17 La funcio valor mitja d’'un procés estocastic estacionari
és constant.

Si X(t) és estacionari d’ordre k > 2 i considerem ara la condici6 (1.6)
per a n = 2, obtenim:

Sx(x1,x25t1,t2) = fx(x1,x2;t1 +¢,t, +¢) peratotc,
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és a dir,
fX(xl,XZ;tly tZ) = fX(XI!XZJO! t2 - tl),
i, per tant,
Sx(x1,x2;t1,82) = fx(x1,Xx2;T), ontT =t —t. (1.9)

Aix0 vol dir que la funci6 densitat conjunta de dues variables aleatories
obtingudes del procés en particularitzar-lo en dos instants de temps,
depén temporalment només de la separacié T entre aquests instants.
Una conseqiiencia de (1.9) és:

Ry(tr, ) = EX(E0X(E0) = | [ xixafitxn, it ) dxadicy
= L J, x1X2.fx(x1,x2;T) dx1dx; = Rx(T1). (1.10)

Teorema 1.18 La funcio d’autocorrelacio d’'un procés estacionari d’or-
dre almenys 2 depén només de la separacio T entre els instants de temps
considerats:

Rx (1) = E(X()X(t + 1)),

essent aquesta esperanca independent de t. En particular, si considerem
t =0, tenim:
Rx (1) = E(X(0)X(7)).

Enumerem a continuacié algunes propietats de la funcié d’autocor-
relaci6 d'un procés estacionari d’ordre almenys 2:

1. La funcio Rx(T) té simetria parella, és a dir Rx(—T) = Rx(T).
En efecte,
Rx(—=7) = E(X(1)X(t - 7)) = E(X(t' + T)X(t')) = Rx(T).
Per tant, el fet de definir T com t> — t; o com t; — t» és irrellevant.
2. La poténcia mitjana no depen del temps i val
E(X?(t)) = Rx(0) = 0.

3. Es compleix
IRx(T)| < Rx(0) peratotT.

En efecte,
0 < E((X(0) = X(1))?) = 2Rx(0) + 2Rx (1),

d’on es despren la propietat.

Dos processos X(t) i Y(t) sOn conjuntament estacionaris si, per a
tot ¢, la descripci6 probabilistica conjunta de X (t) i Y(t) és la mateixa
que la de X(t +¢) i Y(t + ¢). Per aquesta mena de processos, la funcio
de correlacio creuada

Rxy(T) =EX®)Y(t + 7))

és també funci6é tinicament de T, encara que ja no és, en general, una
funci6 parella del seu argument.
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1.5.2 Estacionarietat en sentit ampli

Per garantir I'estacionarietat en sentit estricte d'un procés estocastic
cal verificar que es compleix la condicié (1.5) relativa a la invariancia
temporal de la funcié de distribuci6 d’ordre n qualsevol. En moltes
situacions reals, pero, a I’hora de modelar un fenomen aleatori mit-
jancant un procés estocastic, es té accés a observar Unicament una o
varies realitzacions temporals del fenomen que s’estudia, i, comprovar
la condici6 (1.5) no és factible. Convé, doncs, disposar d'un concepte
d’estacionarietat més feble que pugui ser més facil d’usar en les apli-
cacions. Aix0 ens porta, recollint les propietats expressades en (1.8) i
(1.10), a la definici6é segiient:

Definicio 1.19 Un procés estocastic X (t) és estacionari en sentit ampli
Si:

1. El seu valor mitja és una funcio constant,

mx(t) = My.

2. La seva funcio d’autocorrelacio depen només de la separacio tem-
poral entre els instants considerats,

Rx(t,t +T7) = E(X({®)X(t +T)) = Rx(T).

Exemple 1.20

Demostrem que l'oscillacié aleatoria X (t) = Acos (2 ft)+Bsin (211 ft),
on A i B son variables aleatories i f € R, és un procés estocastic esta-
cionari en sentit ampli si i només si A i B son incorrelades, tenen valor
mitja 0 i tenen igual variancia.

(a) Estudiem, en primer lloc, la suficiencia de la condici6. Suposem,
doncs:

E(A) =E(B) =0, E(AB) =0, E(A%) =E(B?) =02 (1.11)

Tenim:

myx(t) = E(X(t)) = E(Acos (2 ft) + Bsin (21t ft))
=E(A)cos (2 ft) + E(B) sin (21t ft) = 0.

Hem comprovat, aixi, el caracter constant amb el temps de la fun-
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ci6 valor mitja. Calculem ara la funcié d’autocorrelacio:

Rx(t,t +T7) =EX®)X({t+T1)
=E((Acos (21t ft) + Bsin (21 ft))(Acos 2 f(t + T))

2
+Bsin (2 f(t+71)))) =E (AZ(COSZWfT) + cos(2m f (2t + T))

2
+ %(cos 21t fT) —cos(Qmf (2t + T))
+ %(— sin2mfT) + sin(2mw f (2t + 1))

+%(sin2nfﬂ + sin(27r f (2t + T)))
= 02cos2mfT) + E(AB) sin(2mf (2t + T)) = 0? cos (2T fT).
Per tant,
Rx(T) = 0?cos(2m f1),
i el procés és estacionari en sentit ampli.

Comprovem ara la necessitat de la condici6 (1.11) per tal que el
procés sigui estacionari en sentit ampli. Suposem, doncs, que X (t)
té valor mitja constant my i funcié d’autocorrelacié Rx(t). Com
que

myx(t) = E(A) cos (2 ft) + E(B) sin (2 ft) = my,
tenim
1

mx(0) =E(A), myx <4f> = E(B),

mx (Zlf) _ _E(A), my <43f> — _E(B),

d’on es dedueix

E(A) =E(B) =0.
La poténcia mitjana del procés (constant amb el temps) és E(X?(t)) =
Rx(0), i per tant,

2 B A2 o LYY _pip2
E(X°(0)) = E(A%), E(X <4f)> = E(B),

i, aixdi:
E(A?) = E(B%) = o°.
Finalment, tenint en compte els calculs anteriors,

EX(H)X(t +T)) = 02cos(2mrfT) + E(AB) sin(2mr f (2t + T)),

i si aquesta funcié ha de dependre només de T, s’ha de complir
E(AB) = 0 = E(A)E(B), d’'on es desprén que A i B son variables
aleatories incorrelades.
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o

Naturalment, per a processos de temps discret, podem reescriure la
Definici6 1.19 de la forma segiient:

Definici6 1.21 Una segqiiéncia aleatoria X[n] és estacionaria en sentit
ampli si:

1. El seu valor mitja és constant, és a dir, mx[n] = mx[0], per a tot
n.

2. L’autocorrelacio Rx[n,n + k] = R[k] depén, per a tot n, només de
k.

Per exemple, el soroll blanc discutit als Exemples 1.4 i 1.15 constitueix
una seqiencia aleatoria estacionaria.

1.5.3 Processos cicloestacionaris

Definicio 1.22 Si les propietats estocastiques del procés X (t) no varien
sota desplacaments temporals multiples d’un cert periode T, és a dir, si
els processos

X)), X(t+T),X(t+2T),...,X(t+nT),...

son probabilisticament iguals, es diu que el procés és cicloestacionari en
sentit estricte i periode T.

Per les mateixes raons esmentades en parlar d’estacionarietat en sentit
estricte, en moltes aplicacions interessa considerar una definici6 més
feble de cicloestacionarietat.

Definici6 1.23 Direm que el procés X (t) és cicloestacionari en sentit am-
pli i periode T si:

myx(t) =mx(t+T), peratott, (1.12)

Rx(t1+T,t2+T) =Rx(t1,t2), per a tot t, ito. (1.13)

Tot procés cicloestacionari en sentit estricte ho és també en sentit am-
pli.
Si en un procés cicloestacionari fem aleatori ’origen de temps, ales-

hores obtenim un nou procés que és estacionari en sentit ampli. En
efecte, sigui S una variable aleatoria uniforme en [0, T], independent
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del procés cicloestacionari X (t), i considerem Y (t) = X(t — §). Calcu-
lem, en primer lloc, la funcié valor mitja del nou procés Y (t):

my(t) = E(Y(1)) =EX(t-5)) =EEX{E-S5)15)).

Pero
EX(t—-S)|S=5)=EX(t—-5)) =mx(t—s),

on s’ha usat la independéncia entre X (¢) i S. Per tant,

0 T
my(6) = Emx(t = $) = | mx(t=)fs(s)ds = 1 | mx(e—s) ds

1 t

T
== myx(u) du = lJ' mx(t) dt = my, (1.14)
T Je-r T Jo

on hem aplicat la condici6 (1.12) referent a la periodicitat de la funci6
myx (t). Vegem, doncs, que la funci6 valor mitja de Y (t) és constant i és
igual al valor mitja temporal, en un periode, de la funcié my (t). D’altra
banda, per I'autocorrelacié tenim:

Ry(t,t +T) =EY(O)Y(t+ 7)) =E(EX{t -S)XUt+T-515)).
Ara:
E(X(t-S)X({t+7-S)|S =5) =EX({t—s)X(t+T-5)) = Rx(t—s,t+T-5).
Per tant,

Ry(t,t+7) =ERx(t—s,t+T—-5)) = Jw Rx(t—s,t+T—-5)fs(s) ds

t

1 (T 1
—J Ry(t—s,t+T—-5)ds == Rx(u,u+71)du
T Jo T Je-T

1 T
=?J Rx(t,t + T) dt = Ry(1). (1.15)
0

il'autocorrelacio de Y (t) depen només de T. Hem demostrat, doncs, el
resultat segiient:

Teorema 1.24 Sigui X(t) un procés cicloestacionari de periode T. Si
S és una variable aleatoria uniforme en [0, T], independent de X (t),
aleshores el procés Y (t) = X(t — S) és estacionari en sentit ampli i:

1 T
My = ? _[0 mx(t) dt,

T
Rﬂr):lj Ry(t.t +7) dL.
T Jo
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1.6 Processos complexos

En certes aplicacions a I’enginyeria eléctrica resulta convenient genera-
litzar la definici6 de procés estocastic per tal de permetre valors com-
plexos. En primer lloc, vegem aquesta generalitzacié per a variables
aleatories.

Definici6 1.25 Una variable aleatoria complexa és una aplicacio Z
QO — C tal que Z(w) = X(w) + jY(w), essent X i Y son variables
aleatories reals.

Naturalment, la descripcié probabilistica de Z equival a la descripci6
probabilistica de la variable aleatoria bidimensional (X,Y).

L'esperanca de Z = X + jY es defineix com:
E(Z) = E(X) + JE(Y),
mentre que la seva variancia és:
Var(Z) = E((Z - mz)(Z = mz)) = E(1ZI*) - Imz|?,

on myz = E(Z). La covariancia de dues variables aleatories complexes Z
i T es defineix com:

Cov(Z,T) =E ((z —my) (T — mT)) =F (ZT) — mymy.

D’altra banda, un procés estocastic bidimensional (X(t),Y (t)) esta
constituit per dos processos X(t) i Y(t) i queda probabilisticament de-
terminat per 'estadistica conjunta de les variables aleatories

X(t1), X(t2), ..., X(t), Y(£1), Y(£3), ..., Y (Ep,),

per atot n,m > liperatot (t,tz,...,tn) 1 (t],t5, ..., L,).

Podem donar ara la definici6 de procés amb valors complexos.

Definicié 1.26 Un procés estocastic complex Z(t) és una aplicacio

Z:RixQ —C
(t,w) — Z(t, w),

tal que X(t) =Re(Z(t)) iY(t) = Im(Z(t)) son processos reals.

L’estadistica del procés complex Z(t) = X(t) + jY(t) és la del procés
bidimensional (X (t), Y (t)) (o el que és equivalent, ’estadistica conjunta
dels processos reals corresponents a la part real i imaginaria de Z(t)).

La funcio6 valor mitja de Z(t) és:

my(t) = E(Z(t))
=EX() +jY (1)) = E(X(1)) + JE(Y(t)) = mx(t) + jmy(),
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ila funci6 d’autocorrelaci6 es defineix ara com:
Rz (t1,t2) =E (Z(tl)Z(tz)) .

La poténcia mitjana del procés val Rz(t,t) = E(|Z(t)|?), i la funcio
d’autocovariancia és:

Cz(t, 1) =E((Z(t) - mz (1) (Z(L2) — mz(t2))
= Rz(t1,t2) — mz(t1)mz(t2).
Els conceptes d’estacionarietat en sentit estricte i en sentit ampli es
defineixen de la mateixa manera que en el cas real. La funci6é d’auto-

correlacio d’un procés complex estacionari té simetria hermitiana. En
efecte,

Rz(-T) =E(Z(OHZ(t - 1))

=E(z(t+D)ZD) =E(Z(O)Z{E+ 1)) = Rz(T).

Exemple 1.27

Considereu el procés complex Z(t) = > A; e/2™fit on Ay, Ay, ..., Ay,
son variables aleatories complexes, incorrelades dos a dos, amb valor
mitja 0 i variancies 0?,i = 1,...,n.

Tenim:

mz(t) =E(Z(t)) =E (Z A; eﬂ"f'it) = > E(A;) e/2™it = 0.
i=1 i=1

També,
Ry(t,t +T) =E (Z(t)Z(t n T))

n n n o n
—-F (Z Z A1A71 ej2Trfitej2rrfj(t+T)> _ Z Z E(AIKJ) ejZTrfite*jZTl’fj(tJrT)
i=1j=1

i=1j=1

n
E(IAiIZ) o J2TAT _ Z o2 e it
1 i=1

n
1=
En aquest calcul hem tingut en compte que E (Al-ij> = 0,1 # j, per
ser A; i A; variables aleatories incorrelades de valor mitja 0. D’altra
banda, E(]A;|%) és la variancia O'l-z de la variable aleatoria A;. Observeu
que Z(t) és estacionari en sentit amplii que Rz(—T) = Rz(T). O
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Capitol 2

Alguns Processos
Importants a I’Enginyeria

2.1 El proceés de Poisson

Considereu un sistema que dona servei a una poblacié de usuaris, els
quals hi arriben de manera independent en instants aleatoris de temps
d'un cert interval I, de tal forma que, per a cada usuari, I'instant d’ar-
ribada al sistema és una variable aleatoria uniforme en I. Si s és la
longitud de I, la probabilitat p que un usuari determinat arribi al sis-
tema durant un subinterval I; C I, de longitud t, val t/s. Sigui n el
nombre total d'usuaris i N; el nombre dels que arriben al sistema du-
rant I;. Com que les arribades es produeixen de forma independent, la
variable aleatoria N; és binomial de parametres n i p:

P(N; = k) = (:);9"(1—;9)”"‘ - (Z) (ﬁ)k <1 - ﬁ)n_k, k=0,1,...,n

Per a valors grans de n i s, la funcié de probabilitat anterior sera apro-
ximadament de Poisson. En efecte, si i s tendeixen a infinit de forma
que el nombre n/s d'usuaris que arriben per unitat de temps tendeixi a
un valor constant u, podem aplicar el teorema de Poisson ja que

t n
n — oo, p—;—»O, np—?t—»ut,
obtenint:
k n-k k
PN =k) = " <5> (1—f> AL A Y
k] \s s k!

Es a dir, en el limit, la variable aleatoria N; segueix una llei de Poisson
de parametre A = ut. En particular, si I; = (0,t], Ny = X(t) compta el
nombre d’usuaris que han arribat al sistema fins a I'instant t (prenent

25
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X(0) = 0). El procés estocastic X(f) obtingut aixi s’anomena procés de
Poisson de taxa u. Es tracta d’un procés continu en el temps i discret en
estats amb funci6 de probabilitat de primer ordre donada per:

k
P(X(t) = k) =e‘“t%, k=0,1,2,.... (2.1)

Es a dir, per acadat € (0, o), X(t) és una variable aleatoria de Poisson
de parametre A = ut. La Figura 2.1 mostra una possible realitzacio del
procés.

: |
|
2 O——]
|
|
1 G—

|
|
) ¢ L ¢
tl tz t3 tA

Figura 2.1: Una realitzacio del procés de Poisson

En general, si t; < ty, la diferéncia X (t,) — X(t;) ens compta el nom-
bre d’arribades que s’han produit en (t;,t,]. D’acord amb les conside-
racions anteriors, X (t,) — X (t;) és una variable aleatoria de Poisson de
parametre A = u(t, — t1):

(ot (T2 — 11))"

P(X(t2) -~ X(t1) = k) = e R

k=0,1,2,...

2.1.1 Funcio de probabilitat de primer ordre

Vegem una deduccié alternativa de la funcié de probabilitat de primer
ordre d'un procés de Poisson que s’obté a partir de tres hipotesis sim-
ples referents a les propietats estocastiques intrinseques del procés.
Com abans, X(t) compta el nombre dusuaris que han arribat al siste-
ma fins a I'instant ¢, essent X(0) = 0. Per In; denotem un subinterval
de temps de longitud At.

Les hipotesis son les segiients:

1. P(arribi 1 usuari durant Ix;) = At + o(At).

Es a dir, la probabilitat que arribi exactament un usuari en un
subinterval de longitud At la suposem essencialment proporcio-
nal a At, essent el parametre u la constant de proporcionalitat.
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Noteu que:

i P(arribi 1 usuari durant Ia¢)
At—0 At

2. P(arribi més de 1 usuari durant Ix;) = o(At).

La probabilitat que arribin dos o més usuaris durant un mateix
subinterval de temps de longitud At és negligible en front de la
probabilitat que n’arribi exactament un.

3. Si I4 i Ip sOn intervals de temps disjunts, les variables aleatories
X4 i Xg que compten el nombre d'usuaris que arriben durant X4 i
X3, respectivament, soén independents.

Les hipotesis 1 i 2 impliquen que les dues iniques probabilitats sig-
nificatives relatives al nombre d'usuaris que arriben al sistema durant
IA; sSON:

P(arribi 1 usuari durant In;) ~ uAt,

P(no arribi cap usuari durant In;) = 1 — uAt.

Determinem, en primer lloc, la probabilitat P(X(t) = 0) que, fins a
Iinstant t, encara no hagi arribat cap usuari al sistema. Tenim:

P(X(t + At) = 0) = P(X(t) = 0,no arribi cap usuari en (t,t + At])
= P(X(t) = 0) P(no arribi cap usuari en (t,t + At])
=P(X(t) =0)(1 — uAt + o(At)). (2.2)

En la formulaci6 anterior s’ha usat el fet que els esdeveniments {X(t) =
0} i “no arribi cap usuari en (t,t + At]” son independents perque invo-
lucren als intervals disjunts (0,t] i (t,t + At] (hipotesi 3). Si denotem
P(X(t) = 0) per go(t), 'equacio incremental anterior es pot escriure
com:

Jo(t + At) = go(t)(1 — uAt + o(At)).

Per tant,

go(t + At) — go(t) ( 0(At)>
= —u+ .
At Jo(t) | —u At
Fent At — 0, i tenint en compte que lima;_.g0(At)/At = 0, obtenim
una equacio diferencial ordinaria de primer ordre (lineal, de coeficients
constants i homogenia) per a la funcié go(t):

go(t) + ugo(t) =0, t>0. (2.3)
D’altra banda, la condicio inicial que hem d’imposar a go(t) és:
90(0) =P(X(0) =0) =1, (2.4)

ja que suposem X (0) = O (en I'instant inicial encara no ha arribat cap
usuari). La solucio d’aquest problema de valor inicial és la funcié

go(t) = P(X(t) = 0) = e,
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Aixi, la probabilitat que fins a I'instant ¢ encara no hagi arribat cap
usuari al sistema decreix exponencialment amb el temps.

Per tal de trobar I'expressio de
gk(t) =P(X(t) =k), k=1,2,...
procedim de manera similar.

P(X(t + At) = k) = P(X(t) = k,no arribi cap usuari en (t,t + At])
+ P(X(t) = k —1,arribi 1 usuari en (t,t + At])

k
+ > P(X(t) = k — i, arribin i usuaris en (¢, t + At]).
i=2
Tenint en compte les hipotesis 1,2 i 3 tenim:
gk (t + At) = gr(t) (1 — pAt + o(At)) + gr-1(t) AL + 0 (AL).

Dividint per At i fent At — 0 obtenim un sistema recurrent d’equacions
diferencials (de primer ordre, lineals i de coeficients constants):

i (O) + pgr(t) = ugr-1(t), k=1,2,..., (2.5)
on les condicions inicials que s’han de considerar sén ara:
gr(0) =P(X(0)=k)=0, k=1,2,.... (2.6)

El métode de la transformaci6 de Laplace ens permet resoldre facilment
aquest sistema. Sigui Gi(s) la transformada de Laplace de la funci6
gk (t). Transformant (2.5) i tenint en compte les condicions inicials (2.6)
tenim:

(s + )Gy (s) = uGg_1(s),

d’on
u uo\f pk
Gi(s) = mGk—l(S) =...= (S +U> Go(s) = W
Invertint la transformaci6 trobem:
k
gk(t) = PX(D) = k) = et HOT,

k!

2.1.2 Valor mitja i funcioé d’autocorrelacio

La variable aleatoria X (t) obtinguda d'un procés de Poisson de taxa u
és,peracadat € (0, o), una variable aleatoria de Poisson de parametre
ut. Per tant,

Teorema 2.1 La funcio valor mitja d’'un procés de Poisson de taxa p val:

mx(t) = E(X(t)) = ut.
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El nombre mitja d’usuaris que arriben al sistema fins a I'instant t creix
linealment amb ¢, essent u el factor de proporcionalitat. Aquest resultat
ens proporciona una interpretacié alternativa d’aquest parametre:

Aixi, py correspon al nombre mitja d’usuaris que, per unitat de temps,
arriben al sistema, és a dir, u ens dona la taxa d’arribada d’usuaris.
Noteu que el procés de Poisson no és estacionari, ni tant sols en sentit
ampli.

Determinem Ry (t1,t»). Suposem, en primer lloc, t; < t».

Rx(t1,t2) = E(X(£1)X(t2)) = E(X (1) (X(t1) + (X(t2) — X(£1))))
= E(X*(t1)) + E(X(t1) (X (t2) = X(t1)))
= (ut1)? + pty + E(X (1) E((X(t2) — X(t1)))
= (ut)® + pty + pty p(ta — 1) = pty + pPtita. (2.7)
En la deducci6 anterior s’ha tingut en compte que
E(X*(01)) = M%) + 0%y = (Wb)* + pity, (2.8)

i que les variables aleatories X (t;) i X(t;) — X(t;) son independents
perque involucren als intervals disjunts (0,t;] i (£1,t2]. En general,
com que Rx(ty,t2) = Rx(tp,t1) i(2.7) esdevé (2.8) quan t; = tp, podem
formular el resultat segiient:

Teorema 2.2 La funcio d’autocorrelacio d’'un procés de Poisson de taxa
u és:
Rx(t1,tz) = umin (t1, t2) + p’t; to. (2.9)

2.1.3 Estadistica de les transicions

Quina llei de probabilitat segueix el temps aleatori T transcorregut en-
tre dues transicions consecutives d’'un procés de Poisson (i.e., entre du-
es arribades consecutives al sistema) ? Diem t* a l'instant en qué s’ha
produit la transicié a partir de la qual comencem a comptar T. Sit > 0
tenim:

Fr(t) =P(T < t) = P(almenys 1 transicié en (t*,t* + t])

() _

_ p—Ht
ol 1-—e™H,

=1 — P(cap transicio en (t*,t* +t]) =1 —e ¥t
(Naturalment, sit < 0, Fr(t) =P(T <t) =P(0) =0.)
Teorema 2.3 El temps aleatori transcorregut entre dues transicions con-

secutives d’'un procés de Poisson de taxa u és una variable aleatoria ex-
ponencial de parametre L.
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De forma més general, si T,, és el temps transcorregut des d'una
transicio determinada fins que es produeix la n-eésima transicié segiient
(n + 1 transicions consecutives), tenim:

Fr,(t) = P(T, < t) = P(almenys n transicions en (t*,t* + t])
=1 — P(menys de » transicions en (t*,t* + t])

n-1 k
=1- > et % n=12,..., t>0.
k=0 :

Derivant aquesta expressio obtenim la de la funci6 de densitat de pro-
babilitat de T,.

Teorema 2.4 El temps aleatori transcorregut entre n+ 1 transicions con-
secutives d'un procés de Poisson de taxa u és una variable aleatoria amb
densitat de probabilitat:

0, t<0
— t n-1
Frlt) =1 pont ((Z_) o t>0

(2.10)

Aquesta funci6 densitat correspon a una suma de 7 variables aleatories
exponencials de parametre u, independents, en consonancia amb el fet
que el temps entre dues transicions consecutives és exponencial.

Reciprocament:

Teorema 2.5 Siguin T, T», ..., Ty, ..., variables aleatories exponencials
de parametre U, independents. Si

Tn.=T+Tor+---+T,, n=12,3,..., (2.11)

aleshores l'estadistica dels “instants aleatoris” 1, definits per I'equacio
anterior, segueix una distribucio de Poisson.

Demostracio.

P(k instants aleatoris 7,, en (0,t]) = P(7x < t,Tx+1 > t)
= P(gk = tlgk+Tk+1 > t) = P((gk!Tk+l) € D)l k = 1’21"' y

on D és la regio
D={(s,T)eR?’: 0<s<t,T>t—s}.

Tenint en compte la independéncia de 7y i Ty, (Zx depen
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només de T, To, ..., Tx) tenim:

P (T, Tes1) € D) = HD Fu () fr (1) dsdT

t k—1 0
_us (pS) .
= et Gy (], wevmar) as
t k-1
_us (us) (-
- us u(t—s)
J e k-1 e ds
t k-1 k
B (us) ut g oot (UE)
_Jou(k—l)!e ds =e ™ =

D’altra banda,
P( cap instant aleatori en (0, t]) = P(T} > t) = e ¢,

Per tant, el procés X (t) que compta el nombre instants alea-
toris en (0, t], definits per les sumes (2.11), és un procés de
Poisson de taxa p. O
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Una altre propietat interessant de les transicions en un procés de
Poisson és la segiient: suposeu que en (0,t] s’ha produit exactament
una transicio en l'instant T. Aleshores, la variable aleatoria T es distri-

bueix uniformement entre 0 i t. En efecte, si T € (0, t]:

PT<7|X(t)=1) = T =TXWO=1)

P(X(t) = 1)
_P(X(T)=1,X(t) - X(1) =0)
- P(X(t) = 1)
CPX(T) =1 PX(t) - X(1) =0) preHT e HI-T
- P(X(t) = 1) T

T
.

A I'exemple segiient es discuteix la generalitzacié d’aquesta propietat.

Exemple 2.6

En un computador, la unitat de procés sollicita servei a la memoria en
instants aleatoris de temps distribuits segons una estadistica de Pois-
son (i.e. el nombre de sollicituds X (t) en (0, t] és un procés de Poisson).
El nombre mitja de serveis sollicitats per unitat de temps es u. Si en
(0, t] s’han sollicitat n serveis (n > 1), calculeu la probabilitat que en

(0,71, 0 < T < t, se nhagin sollicitat k.

Hem de calcular P(X(T) = k | X(t) = n). Si k > n, aquesta probabi-
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litat és trivialment igual a zero. Suposem, doncs, 0 < k < n.

P(X(T) =k, X(t) =n)

P(X(T) =k [ X(t) =n) =

P(X(t) =n)
_PX(T) =k)P(X(t) - X(T) =n—k)
- P(X(t) =n)

(e (kK (e H T (u(t — 1)K/ (n - k)!)
B e~Ht(ut)n/n!

(e

Aixi, la probabilitat buscada segueix una llei binomial de parametres n
ip=T/t. O

2.2 Impulsos de Poisson

Sigui X (t) un procés de Poisson de taxa p. Operant formalment, la seva
derivada Y (t) = X'(t) es pot expressar com:

Y(t) = > 8(t—ty),
k

on els valors t; corresponen als instants aleatoris en qué es produeixen
les transicions de X (t). Cada realitzacié de Y(t) és una funcié gene-
ralitzada tipus “tren de deltes" en que les funcions delta de Dirac es
localitzen aleatoriament en el temps d’acord amb una estadistica de
Poisson. Y (t) s’anomena procés impulsos de Poisson (de taxa p) i és util
a I’hora de modelar un soroll impulsiu.

El valor mitja del procés impulsos de Poisson val:
my (t) = B (D) = B (1) = E (lim TR =X
E(X(t+ h) —X(t))

= lim

mx(t +h) — mx(t)
h—0 h

= lim =pu. (2.12
im n p. (2.12)
Pel que fa referencia a la funcié d’autocorrelacio, tenim:

Ry (t1,t2) = E(Y (t1) Y (£2))
(X(t1 +h) -X(t) X(t2+h)—X(L)
h h

on, com en el calcul de I'’esperanca, hem intercanviat els operadors E i
lim. Pero,

E ((X(tl +h) - X(t)(X(t2 + h) —X(tz))>
h2
_ Rx(ti+ h,ta + h) — Rx(t1,t2 + h) — Rx(t1 + h, t2) + Rx(t1,t2)
= 2 _
(2.14)

), (2.13)

=limE
h—0
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Suposant t; < t, i tenint en compte I'expressio de I'autocorrelaciéo d'un
procés de Poisson de taxa y obtenim:

Rx(t; + h,t2 + h) = pu(t; + h) + p?(t + h) (2 + h),

Rx(t1,t2 + h) = pty + @2ty (t2 + h),

Ll(tl +h) +[12(t1 + h)tz, t, + h < to

Rx(ti + h,t2) = ‘{ uts + p2(t; + h)to, th+h>t,

Rx(t1,tp) = pty + p2tyto.

Substituint aquests resultats a I'equacio (2.14):

E((X(tl +h) - X(t1))(X(t2 + h) —X(tz))>
h?
u2, th+h<t

= o M r—t
+ - = ]
P H e

t1+h>t2

En general, per a t; i t, arbitraris:

E((X(t1 +h) - X(6))(X(t2 + h) — X(L2)))

2 = P +pugn(t), T =ta—ty,
on
1 T
S Tl<h
gn(ry =1 n w2 T
0, d =N

La funci6 g, (1) és un pols triangular d’amplada 2h, alcaria 1/h i area
unitaria. Per tant, formalment:

}ligrégh(ﬂ = 0(T).

Finalment, portant aquests resultats a (2.13) obtenim que I’autocorrela-
ci6 de Y (t) depen només de T i val:

Ry(T) = p? + ud (7). (2.15)
Recollint els resultat anteriors:

Teorema 2.7 El procés impulsos de Poisson de taxa | és estacionari en
sentit ampli, i:

my(t) =y,
Ry(T) = p? + pd (7).
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2.3 El senyal telegrafic

Volem estudiar, a continuacio, el model probabilistic d'un senyal binari
en que les transicions entre estats es produeixen en instants aleatoris
de temps d’acord amb una estadistica de Poisson. Aquest model és
interessant a I’hora de considerar senyals binaris asincrons.

Sigui N (t) un procés de Poisson de taxa u i X(t) = (=1)N®W és a dir,

X(t) = 1, sien (0,t] s’han produit un nombre parell de transicions,
| =1, sien (0,t] s’han produit un nombre senar de transicions.

Per definici6, prenem X(0) = 1. Aquest procés estocastic s’anomena
senyal telegrdfic pseudoaleatori (amb parametre pi).

Com que X(t) és discret en estats (només tenim els estats 1 i -1),
podem calcular facilment la seva funcié de probabilitat de primer ordre.

P(X(t) = 1) = P(nombre parell de transicions en (0, t])

© L ([Jt)Zk
= > P(2k transicions en (0,t]) = > e M ="
k=0 k=0 (2k)!
—2ut
= e Htcosh (ut) = 1%. (2.16)
Analogament,
P (X(t) = —1) = P(nombre senar de transicions en (0, t])
® o ® ~ ([Jt)2k+1
= > P(2k + 1 transicions en (0,t]) = » e M
go ( 0,21) go 2k+1)!
_ p,-2ut
= e H'gsinh (ut) = 1%. (2.17)

Noteu que P(X(0) =1) =11iP(X(0) = —-1) =0, d’acord amb el fet que
X(0) = 1. Amés a més,
1

}imP(X(t) =1)= }imP(X(t) =-1)= 5
Aquest resultat té la interpretacié que, per a temps gran, el sistema ja
no guarda memoria del seu estat inicial i, per tant, cada un dels dos
estats possibles té la mateixa probabilitat de ser I’estat observat a l'ins-
tant t. La funci6 de probabilitat de primer ordre és, doncs, “asimptoti-
cament” estacionaria.

Ara podem calcular la funcié valor mitja:
my(t) = P(X(t) = 1) = P(X(t) = —1) = e 2.,

El valor mitja de X (t) decreix exponencialment cap a 0, sortint del va-
lor inicial mx(0) = E(X(0)) = 1. (Recordeu la observaci6 referent a
I’evoluci6 temporal de la funcié de probabilitat de primer ordre.)
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Calculem, a continuacié, la funci6 d’autocorrelacié del procés. Su-
posem t; <ty isigui T =t — t;. Tenim:

Rx(t1,t2) = E(X(£1)X (£2))
=E(X(£2)|X(t1) = DP(X(t1) = D) -E(X(£2) | X (t1) = —1)P(X(£;) = —-1).

Pero:

E(XX(t2)|X(t1) = 1) = P(X(L2) = 1|X(t1) = 1)-P(X(t2) = —-1[X(t1) = 1)
_l4e T 1T

_ — p—2UT
2 2 e
ates que, calculant com a (2.16) i (2.17):
P(X(t2) = 11X(t1) = 1)
1+ e 2HT
= P(nombre parell de transicions en (t1,t; + T]) = —
i
P(X(t2) = -1|X(t;) = 1)
1 — e 2HT
= P(nombre senar de transicions en (¢;,t; + T]) = —

Analogament,

E(X(t2)|X(t) = -1)
= P(X(t2) = 11X(t1) = 1) = P(X(f2) = -11X(t1) = 1)

1—e 2HT 1 4 e 20T
= —_ = —¢
2 2

—2UT

Per tant,
Rx(ti,t2) = e 2T (P(X(t;) = 1) + P(X(t1) = —1) = e 2H7,
En general, per a t; i t, arbitraris, tindrem:
Rx(t1,t2) = Ry(T) = e 271,

Veiem, doncs, que I'autocorrelaciéo Ry (t1, t») del senyal telegrafic pseu-
doaleatori depen només de la separacié T entre els instants t; i t, con-
siderats. Tenint en compte el comportament de la funcié valor mitja
my(t), podriem dir que X(t) és un procés “asimptoticament” estacio-
nari en sentit ampli.

De fet, la no estacionarietat de X(t) es deguda a que, per a t pro-
per a 0, el procés encara “recorda” els seu estat inicial X(0) = 1. Si
prenguéssim aleatoriament aquest estat inicial, permetent que fos 1 o
-1 amb igual probabilitat, és d’esperar que el nou procés obtingut fos
estacionari en sentit ampli. Aquestes consideracions ens porten a la
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definicié segiient: sigui X (t) un senyal telegrafic pseudoaleatori (de pa-
rametre u) i A una variable aleatoria independent del procés X(t) (és
a dir, les variables aleatories A i X(t) son independents per a tot t) tal
que: P(A=1) =P(A =-1) = 1/2. Definim

Y(t) = AX(1),

i anomenem al procés Y (t) obtingut aixi senyal telegrafic aleatori (de
parametre L.

Comprovem que, efectivament, Y (t) és estacionari en sentit ampli.
Tenim:
my (t) = E(AX(t)) = E(A) E(X(t)) =0,

jaque A ésindependent de X (t) i E(A) = 0. Pel que fa a ’autocorrelacio:
Ry(T) = E(A’2X(£)X(t + T)) = E(A2)E(X(£)X(t + T)) = Rx(T) = e 27!,

atés que E(A?%) = 1.

Teorema 2.8 El senyal telegrafic aleatori de parametre u és un proces
estacionari en sentit ampli, amb funcio valor mitja

my=0,

i autocorrelacio
Ry(T) = e‘z“‘T'.

A I’exemple segilient es considera una generalitzacio del senyal tele-
grafic.

Exemple 2.9

En un cert instant, un sistema esta en un de dos estats possibles, Sy
i S1. Quan el sistema entra a l'estat Sy, hi continua durant un temps
aleatori modelat per una variable aleatoria exponencial de parametre y;
i quan entra a S1, el temps que hi esta és també exponencial, pero de
parametre A. Sigui X (t) el procés estocastic binari que ens indica I’estat
en que es troba el sistema en l'instant t, és a dir, X(t) = i si I’estat és
Si, i = 0,1. Volem trobar la funcié de probabilitat de primer ordre de
X(t).

Deduim, en primer lloc, una propietat interessant de les variables
aleatories exponencials. Sigui, per exemple, T el temps que el sistema
roman en I’estat Sy des de I'instant que hi entra fins que commuta a S,
i calculem la probabilitat de 'esdeveniment {T < t + At} condicionada
per {T > t}:

P(t <T <t+At) Fr(t+At)—Fr(t)
P(T > t) B 1 - Fr(t)
e—,ut _ e—u(t+At)

= = =1-e 3 = At + o(AL).

P(Tr<st+At|T>t)=
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Es a dir, si a I'instant t el sistema encara es troba a 'estat Sy, llavors la
probabilitat que la transici6 a I’altre estat es produeixi durant (¢, f + At]
val essencialment uAt, si I'increment At és petit. (Compareu aquesta
propietat amb la primera de les hipotesis subjacents al procés de Pois-
son.)

Calculem ara P(X(t) = 0). Suposarem que en t = 0 el sistema co-
menca amb probabilitat 1 en un dels dos estats possibles, per exemple
So. Tenint en compte la propietat que s’acaba de deduir podem escriure
I’equaci6 incremental segiient:

P(X(t+At) =0) =P(X(t) = 0)(1-uAt+o(At))+P(X(t) = 1)(AAt+o0(AL)).

Denotant po(t) = P(X(t) = 0), p1(t) = P(X(t) = 1), fent At — 0, i tenint
en compte que lim;_.o(0(At)/At) = 0, obtenim I'equacié diferencial:

po(t) = —upo(t) + Ap1(t), t>0.
Com que po(t) + p1(t) =1, tenim:
po(t) + (u+A)po(t) =A, t>0,
amb la condici6 inicial:
po(0) =P(X(0) =0) =1.
La soluci6 d’aquesta equacié diferencial és:

A " H o (u+a)t

Po(t)=“+A N+/\e ,
i, per tant,
p1(t) =1—-po(t) = " Ii < u/“’ﬁe—(ym)t_
Vegeu la Figura 2.2.
1t
0.8
Po(t)
0.6
0.4}
o2 pa(t)
0.5 1 s =

Figura 2.2: Les probabilitats po(t) i p1(t) perA=1iu=3
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Observeu com, per a t gran, la funci6 de probabilitat que hem obtin-
gut esdevé estacionaria:

u
U+

}ijglﬂo(t) = }i}glﬂl(t) =

u+A’

Noteu també que el senyal telegrafic pseudoaleatori estudiat en aques-
ta seccid correspon al cas u = A de 'exemple. O

2.4 El senyal binari aleatori

Considereu ara un senyal binari X(t) en que cada estat és igualment
probable i en el qual les transicions entre estats poden tenir lloc només
en instants de la forma t,, = nT, n € Z, multiples d'un periode basic
T fixat. Suposeu també que els estats del procés es prenen de forma
independent, és adir,si (m—-1)T <t; <nTi(m-1)T <t, <mT,n #
m, aleshores les variables aleatories X (t;) i X(f,) son independents.
Facilment veiem que la funcié de probabilitat de primer ordre de X(t)

val:
1

P(X(t) =1) =P(X(t) =-1) = >
i, per tant,

my ( t ) =0.
També facilment deduim:

1, -DT <ty,t, <nT
RX(tlstZ):E(X(tl)X(tZ)):{0 ;ﬁramzent. v

Noteu que X(t) no és estacionari, ni tant sols en sentit ampli. Ara,
la no estacionarietat del procés és conseqiiencia de tenir “marcats” els
instants nT on es poden produir les transicions, i aixo fa que ’autocor-
relacio depengui de la posicié absoluta dels instants t; i t,. Diem que
X (t) és un senyal binari pseudoaleatori (de periode T).

En canvi, les propietats probabilistiques de X(t) so6n invariants so-
ta desplacaments de I'origen de temps multiples del periode basic T,
és a dir, X(t) és un procés cicloestacionari de periode T. Per tant, si
considerem
Y(t) = X(t-3S),

amb S una variable aleatoria uniforme en [0, T'] i independent de X (t),
obtindrem un procés estacionari en sentit ampli (vegeu la Secci6 1.5.3).
El procés Y (t) s’anomena senyal binari aleatori (de periode T).

Teorema 2.10 El senyal binari aleatori de periode T és un procés estaci-
onari en sentit ampli amb funcio valor mitja

my:O,
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i autocorrelacio

1-—, ITI<T
Ry(T) = T T

0, IT|>T
Demostracio. Aplicant les formules (1.14) i (1.15) tenim:

1 T
my = *J mx(t) dt = 0,
T Jo

1 T
Ry(T) = —J Rx(t,t + T) dt.
T Jo
Per calcular aquesta ultima integral suposem T > O:

1 (b T
. LT T e
?J Rx(t,t+7T)dt =1 TJo T
0

0 T>T

Finalment, tenint en compte la paritat de Ry (T):

l1—-—, |TI<T
Ry(T)Z T ||

0, IT| > T

La correlaci6 entre les variables aleatories X (t;) i X(t») de-
creix linealment amb la separaci6 entre t; i t,. Quan aquesta
separaci6 és més gran que T, ja son incorrelades. Vegeu la
Figura 2.3.

T T t

Figura 2.3: Ry (T)
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2.5 Passejades aleatories i moviment brownia

En aquesta secci6 estudiem el moviment aleatori en el pla (t,x) d’'una
particula que sortint (en t = 0) de l'origen de coordenades, recorre
verticalment cada T unitats de temps o bé s unitats de longitud (s > 0)
amb probabilitat 1/2, o bé, també amb probabilitat 1/2, —s unitats de
longitud. Es a dir, si en t = nT, la particula ocupa la posicié (nt,ks),
llavors en t = (n + 1)T ocupara o bé la posicié ((n + 1)1,(k + 1)s) o
bé la posicioé ((n+1)T, (k—1)s), amb probabilitat 1/2 cada una d’elles.
L’increment o decrement que es produeix en l'instant nt el suposem
independent dels altres que tenen lloc en els instants mT, m # n.

La seqiiéncia d’ordenades {X (1), X(2T),...,X(nT),...} corresponent
a les posicions successives (nt, X(nT)) que la particula va ocupant en
els instant nT, és la realitzacié d'un procés estocastic X(t) discret en
el temps i discret en estats. (Vegeu I'’Exemple 1.5.) Noteu que per a un
valor donat de n, X(nT) només pot ser

Xnt)=rs, r=-n,-n+2,...,n—2,n.

En efecte, si fins a I'instant nt s’han produit k desplacaments verticals
positius (i, per tant, n — k desplacaments verticals negatius) tindrem:

rs=ks—-(n-k)s=R2k-n)s, k=0,1,2,...,n.

Observeu que els enters v i n han de tenir la mateixa paritat. Com que
el nombre de desplacaments verticals que s’han produit fins a I'instant
nt segueix una llei de probabilitat binomial de parametres n i 1/2,

tenim:
PX(nT) =7s) = (Z) G)n - <(n +nr)/2> (;)"

Per exemple, si n és parell, la probabilitat que la particula estigui, en
I'instant nT, situada sobre I'eix d’abscisses val:

o =0= (1) ()= (1) s

Aquesta probabilitat tendeix a 0 quan n creix, tal com es veu usant
I'aproximacio de Stirling: m! ~ /2tm (m/e)™ . En efecte, substituint
aquesta aproximacio a (2.18) obtenim

P(X(nt)=0) = % (2.19)

L’esperanca i la variancia de la variable aleatoria X(nTt) es determinen
facilment si posem

Xnt)=X1+Xo + -+ X,,
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essent les X; variables aleatories de Bernoulli, independents, tals que
P(X; = —s) =P(X; =5s) = 1/2. Per tant,

E(X(n1)) =0, E(X*(nT1)) = ns-. (2.20)
Noteu que la desviacio6 tipica de I'ordenada de la posici6é de la particula
en l'instant nt val \/ns.

Per a n gran podem fer s de I'aproximaci6 gaussiana de la llei bi-
nomial per tal d’estimar el valor de P(X(nt) = 7rs). O bé, de forma
equivalent, pel Teorema Central de Limit sabem que la funci6 de distri-
buci6 de probabilitat de la variable aleatoria

X(nT)
Jns

convergeix, quan » tendeix a infinit, cap a la funcié de distribucié d'una
variable aleatoria N (0, 1). Per tant,

P(X(nt)=7s)=P((r =2)s < X(nt) <7rs)
_o(r=-2) Xmnt) r
_ p( R O ﬁ)
N J'T/ﬁ 1 67%t2 dt% \/? e*TZ/(ZTL)

(r-2)/ym V21 VTN

Observeu que, per a v = 0, retrobem el valor obtingut préviament a
(2.19).

Fixem ara un valor t > 0 i sigui T = t/n. Volem estudiar el procés
limit W (t), obtingut a partir de la passejada aleatoria X(nt) = X(t),
quan n — oo (i, per tant, T — 0). Pero, observeu que per (2.20),

2
E(X2(nT)) = E(X2(1)) = ns? = t%,

i, per tant, per tal d’obtenir un moment de segon ordre finit convé pren-
dre s? proporcional a T. Suposem, doncs, s° = «T = «t/n. El pro-
cés limit W (t) obtingut sota aquestes condicions s’anomena moviment
brownia.

Tenint en compte (2.20) i operant formalment obtenim I’esperanca i
variancia de W (t):

my (t) = E(W(t)) =E (%%X(t)) = %iI?OE(X(t)) =0.

E (Wz(t)) =F (%igloxz(t)) = limE (Xz(t)) = %i;gon%t = «f.

Pel Teorema Central del Limit, la variable aleatoria W (t) és, per a cada
t, gaussiana. Per tant, la funci6 densitat de primer ordre del moviment
brownia és:

1 2
X;t) = ————e X /00)
Fwlat) = Jorat

~
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2.6 Processos gaussians

Moltes vegades, les variables aleatories subjacents a un procés esto-
castic s6n (com s’ha vist en el cas del moviment brownia) gaussianes.
Aquest fet ens porta a considerar la definici6 segiient:

Definici6 2.11 Un procés estocastic X (t) és gaussia si les variables ale-
atories X (ty), X(t2), ..., X(t,,), son conjuntament gaussianes per a tot
n=>1iperatot(ty,ty,...ty) € R{".

Com que l'estadistica d’'una variable aleatoria gaussiana n-dimensional
queda totalment determinada pel coneixement dels moments conjunts
de primer i segon ordre de les seves components, un procés gaus-
sia quedara probabilisticament determinat per les funcions my(t) i
Rx(ty,t2), ja que sén aquestes funcions les que contenent la informa-
ci6 d’aquests moments. Per exemple, la funci6é densitat de primer ordre
d’un procés gaussia sera de la forma:

Felxit) = 1 o~ (Xx-mx(D)2/(2Cx (L)

\2TT Cx(t, t)

jaque 0%, = Cx(t,1).

El fet que la funci6 valor mitja i la funcié d’autocorrelacié contin-
guin tota la informaci6 probabilistica d'un procés gaussia implica I'im-
portant resultat segiient:

Teorema 2.12 Si X (L) és un procés estocastic gaussid estacionari en sen-
tit ampli, llavors ho és també en sentit estricte.



Capitol 3

Processos Ergodics

La informaci6 sobre les propietats probabilistiques de la qual es dispo-
sa a 'hora d’estudiar un determinat senyal aleatori s’obté, a vegades,
processant adequadament en el temps una o més realitzacions obser-
vades del procés estocastic subjacent. En aquest sentit, quan les pro-
pietats estocastiques d’un procés X(t) es poden obtenir a partir d’'una
Unica realitzacié temporal del mateix, es diu que X (t) és un procés er-
godic. O de manera més restringida, quan un cert parametre de X(f) es
pot determinar processant una Unica realitzacié temporal, diem que el
procés és ergodic en relacio a aquest parametre. En aquest capitol estu-
diem I’ergodicitat en relacio a les funcions valor mitja i d’autocorrelacio

Comencem considerant la qiiesti6 de com aplicar les operacions i
conceptes usuals del calcul (continuitat, derivacio, integracio) a proces-
sos estocastics.

3.1 Continuitat, derivacio i integracio de pro-
Cessos

Podria semblar escaient dir que un procés estocastic continu és aquell
en que totes les realitzacions X(t, w), w € Q, son funcions continues
de t. En moltes aplicacions, pero, aquesta definici6 estricta de continu-
itat és massa restrictiva. Aixo ens porta a considerar una definici6 més
feble:

Definici6 3.1 Un procés estocastic X (t) és continu en mitjana quadrati-
ca, en el punt t, si

E ((X(t Ye)— X(t))z) —~ 0 quan € — 0.

Una condicié suficient perqué X(t) sigui continu en mitjana quadra-
tica, en el punt t, és que la seva funci6é d’autocorrelacié Ry (tq, t2) sigui

43
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continua (en el sentit habitual per a funcions de dues variables) en (¢, t).
En efecte, si aquesta condici6é es compleix, es tindra, quan € — 0:

E ((X(t +e) —X(t))z) —Ry(t+€,t+€)—2Rx(t,t +€)+Rx(t,t) — 0.

Reciprocament, es pot demostrar que la continuitat en mitjana quadra-
tica de X(t) en un punt t implica la continuitat de Rx(t, t,) en el punt
(t,t).

Teorema 3.2 Un procés estocastic X (t) és continu en mitjana quadrati-
ca, en el punt t, si i només si la seva funcio autocorrelacio Rx(tit,) és
continua en el punt (t,t).

Si 'autocorrelacié del procés depén només de T = t, — t;, obtenim la
interessant conclusio segiient:

CoroHari 3.3 Un procés estocastic X(t), estacionari en sentit ampli, és
continu en mitjana quadratica per a tot t, si i només si Rx(T) és una
funcio continua en el punt T = 0.

Exemple 3.4

L’oscillacié aleatoria X (t) = Acos (21 ft) + Bsin (2w ft), on Ai B séon
variables aleatories incorrelades amb valor mitja O i igual variancia (ve-
geu 'Exemple 1.20), és un procés continu en mitjana quadratica. En
efecte, es tracta d'un procés estacionari en sentit ampli i la seva auto-
correlacio Ry (T) = 02 cos(27rfT) és una funci6 continua en T = 0. De
fet, X(t) és un procés continu en el sentit estricte que cada realitzaci6
sigui una funci6 continua del temps. O

Exemple 3.5

Sigui X (t) un procés de Poisson de taxa u. Encara que cada realitza-
ci6 de X(t) és una funci6 amb discontinuitats de salt (en els instants
aleatoris £; on es produeixen les transicions), el procés X (t) és continu
en mitjana quadratica. En efecte, Rx(t1,t>) = pymin (tq,t2) + p?tito, i
tenim

IRx(t + €1,t +€2) — Rx(t,t)]
<pulmin(t +€1,t +€) —t| + p?|(t + €1)(t + €) — t?]
< pumax (le1l, |l€2]) + p?lt(er + €2) + €1€2] — 0, quan |e1], [€2] — 0.

Aixi, la funcié Rx(tq,t2) és, per a tot t, continua en el punt (t,t), d’on
es desprén la continuitat en mitjana quadratica. O

Per a les operacions de derivacio i integracié valen consideracions
analogues. Es a dir, més que imposar que cada realitzacié del procés
sigui una funci6 derivable o integrable, sol ser més tutil definir aquests
conceptes en el sentit de la mitjana quadratica. Aixi,
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Definici6 3.6 El procés X' (t) és la derivada en mitjana quadratica del
procés X(t) si:

Xt+h) -X
(X

2
() —X’(t)) ) -0 gquanh - 0.

Per la derivaci6 també es pot formular una condicié necessaria i sufici-
ent expressada a partir de la funcié d’autocorrelacio:

Teorema 3.7 X(t) és un procés derivable en mitjana quadratica en el
punt t si i només si 0°Rx (t1, t»)/0t,0t, existeix en (t,t).

Pel que fa a la integracio del procés X(t) en un interval [a, b] donat,
siguia = 19 < T1 < ... < T, = b una particié d’aquest interval, i consi-
deris la variable aleatoria I,, obtinguda a partir de la suma de Riemann

n
I, = > X(1i) ATy,
i-1

OnAT; =T; — Ti—1.
Definicio 3.8 Sil és una variable aleatoria tal que
E((In—I)Z) - 0 quann — co, maxATt; — 0, (3.1)

direm que I és la integral en mitjana quadratica de X (t) en linterval
[a, D], i escriurem

I- J:X(t) dt.

SiX, X1, Xo, ..., Xn, ...s0n variables aleatories que tenen moments
de segon ordre finits, (E(X?) < o0, E(X2) < 00, 1 > 1), es diu que la suc-
cessio {X,,} convergeix en mitjana quadratica cap a la variable aleatoria
XSiE ((Xn - X)Z) — 0 quan n — co. Noteu, doncs, que la condici6 (3.1)
equival a la convergencia en mitjana quadratica cap a I de la successio
{I,} de sumes de Riemann. Com en el cas de successions de nombres
reals, es verifica per a successions de variables aleatories el criteri de
convergencia de Cauchy: la successio {X;,} convergeix en mitjana qua-
dratica si i només si E ((Xn — Xm)z) — 0 quan n,m — co. Aquest criteri
ens permet demostrar el resultat segiient:

Teorema 3.9 Si la funcio d’autocorrelacio Rx(t1,t») del procés X(t) és
integrable en el rectangle {(t,,t») :a < t; < b,a < t, < b}, aleshores la
integral en mitjana quadratica de X (t) en l'interval [a, b] existeix.

Demostracié. Tenim E (I, — Im)?) = E(I2) — 2E(Inyn) +
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quan n — o, maxAt; — 0. Analogament,

b b
E(I2) — J J Rx(t1,t2) dtidty,
aJa

E(InIn) =E (Z X(T)ATi - > X(Tj)mj)
i=1

j=1

n m b rb
= > > Rx(Ti,Tj) ATAT) — J J Rx (t1,t2) dtydt,
i=1j=1 ata

quan n,m — o, max (At;, At;) — 0. Per tant, E ((In —Im)z) —
0 quan n,n — . O

L'esperanca de la variable aleatoria I = ff X(t) dt es pot calcular
directament fent servir el fet que 'operador E actua linealment:

b b b
E(I) = E (J X(t) dt) = J E(X(t)) dt = J my(t) dt.
a a a
També,
b b
E(I?) = E(J X(t,) dt; j X (t2) dtg)
a a
b b b b
- H E(X(6)X (t2)) dtydts = H Rx(t1, t2) dtidts,
aJa aJa
i
b b b b
E(D)? = J mx(ty) dt, - j mx(t2) dts = j j m () my (t2) dtydts,
a a aJa
d’on deduim I'expressio de la variancia de I:

b b
0'12 = E(Iz) —E(I)Z = J J Cx(tl,tz) dtldtz. (32)
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3.2 Ergodicitat en valor mitja

Donat un procés estocastic X(t) —que suposarem definit per a —co <
t < oo i estacionari almenys en sentit ampli— considerem la variable
aleatoria

1 T
Mr = 5T J_TX(t) dt, (3.3)

que correspon al valor mitja temporal, calculat en 'interval (-T,T), de
X(t). Quina és la informacié que aquest valor mitja temporal ens pot
donar sobre les propietats probabilistiques del procés?

Per tal de respondre aquesta qilestio observem, en primer lloc, que
I’esperanca de Mt coincideix amb I'esperanca E(X(t)) = my del procés
(que és constant per ser X (t) estacionari). En efecte,

1 T
E(M7) =E (ZT JlTX(t) dt)

1 (T 1 (T
= ﬁJ_TE(X(t)) dt = ﬁJ_TmX dt = my.

Suposem ara que el procés estocastic X(t) és tal que la variancia o
de Mt tendeix a zero quan l'interval d’observacié (—T,T) es fa arbitra-
riament llarg. En aquesta situaci6 tenim:

lim E ((Mr — my)?) = im E (Mg — E(Mr))?) = lim 0% =0, (3.4)
T—o T—o0 T—o

i, per tant, Mt és una variable aleatoria que convergeix en mitjana qua-
dratica (quan T — co) cap al valor mitja probabilistic mx del procés.
Quan es dona aquesta convergencia del valor mitja temporal M7 cap
al valor mitja probabilistic my, expressada a ’equacio (3.4), es diu que
X(t) és ergodic en valor mitja.

Definicio 3.10 El procés estocastic X (t) és ergodic en valor mitja (en el
sentit de la mitjana quadratica) si

lim E (M7 — mx)?) = 0.

T—o00

L’ergodicitat en valor mitja és una propietat interessant a les aplicaci-
ons, doncs significa que a partir de I'observacié d'una unica realitza-
cio temporal de X(t) podem estimar el parametre probabilistic my =
E(X(t)) (que depén de tot el conjunt de realitzacions possibles del pro-
cés) mitjancant el valor mitja temporal My = 1/(2T) f,TTX(t) dt. L'es-
timaci6é de my per Mt sera tant “millor” com més llarg sigui 'interval
(=T, T) durant el qual s’observa la realitzaci6 de X(t). Insistint en
aquest punt, noteu que, per la desigualtat de Chebyshev, tenim:

2
o
P(|3\/1T—mxlze)s€—2T—»0 quan T — oo,
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on € > 0 és arbitrari. Per tant, si X(t) és ergodic en valor mitja, My
també convergeix en probabilitat cap a my.

Estudiem, doncs, sota quines condicions la variancia de My tendeix
a zero. D’acord amb (3.2), o ve donada per:

1

T T
oF = J_J_T Cx(ty1, t2) dtidts.

Tenint en compte que Cx(t1,t2) = Cx(t2,t1), la integral doble anterior
resulta ser equivalent a:

1

>72 JJD Cx(t1,t2) dtidty,

onD = {(t;,t2):—-T <t; <T, t <tp, <T}. Fent el canvi de variable
T=t—t, p=to,

obtenim:

1
2 _
of = 373 || cxtry drae,
on D* = {(1,p) :0 <1 <2T, T—-T < p < T}. (Noteu que, per
I’estacionarietat de X(t), la funcié d’autocovariancia depén només de
la variable T.) Per tant,

) 1 2T T
7t =g ), (], av) ar
1 (2T T 1 (2T kd
_? 0 CX(T) (1_ﬁ) dT_ﬁ 72TCX(T) <l—ﬁ) dT,

on en I'tltima igualtat s’ha tingut en compte que Cx(—T) = Cx(T).

Els calculs anteriors ens permeten formular el teorema segiient (can-
viant 2T per T en l'integrant i en els limits d’integracio6):

Teorema 3.11 El procés X (t) és ergodic en valor mitja si i només si:

limleC(T)(l—m>dT—0 (3.5)
T 2T J_7 X T - '

En la integral anterior, el factor (1 — |T|/T) correspon a una finestra
temporal triangular centrada a t = 0 i d’amplada 2T.

Exemple 3.12

Demostrem que l'oscillacio aleatoria X (t) = A cos (21t ft)+Bsin (21t f't),
on A i B sOn variables aleatories incorrelades de valor mitja O i igual va-
riancia o2, és un procés ergodic en valor mitja.
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En efecte, tal com s’ha vist a I'Exemple 1.20, tenim mx(t) = 0 i
Rx(T) = 02 cos(2tt fT). Per tant,

hzroloﬁj Cx(T )(1—%>dT

1T, 02(1 —cos (2Tt fT))
= %1930 T o o cos(2mfT) ( )d'r = %1%0 CrifT)2 =0,
X(t) és ergodic en valor mitja. O

No és dificil comprovar el resultat segiient:

Teorema 3.13 Silim;_. Cx(T) existeix, aleshores per tal que X (t) sigui
ergodic en valor mitja s’ha de complir:

1151010 Cx(1)=0

Noteu que aquesta condici6 significa que les variables aleatories X(t)
i X(t + T) han de ser “asimptoticament” incorrelades per a T gran. En
efecte, si Cx (1) = 0, tenim

E(X()X(t +T)) = m% = E(X(1))E(X(t +T)).

Es una mica més dificil demostrar que, de fet, limy_ O'T =0sii

nomeés si limy_. o - 2T f Cx(t)dT = 0. Per tant, una versio equivalent de
la condici6 necessaria i suficient d’ergodicitat en valor mitja la déna el
resultat seglient:

Teorema 3.14 El procés X (t) és ergodic en valor mitja si i només si

T
lim — Cx(t)dTt =0 (3.6)
T—o0 2 T

A vegades convé interpretar la propietat d’ergodicitat en el sentit
més fort de convergéncia amb probabilitat 1. Per tal de precisar aquesta
qiiestio, suposem que existeix un esdeveniment N, de probabilitat nul-
la, i una variable aleatoria My tals que, per a cada resultat w € Q\ N, la
realitzacié X (t; w) ésintegrableen (—T,T) ilimr_« % j_TT X(t;w) dt =
Mx(w). En aquesta situacio diem:

%151;10 ﬁj X(t) dt = Mx amb probabilitat 1.

Noteu que la variable aleatoria My (que correspon al valor mitja tem-
poral de X (t) observat en (—o0, o)) és, amb probabilitat 1, el limit de
Mr quan T — o. Ara, pero, My s’ha d’entendre com la variable ale-
atoria obtinguda calculant el valor mitja temporal en (—T,T) de cada
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realitzacio X (t,w), w € Q \ N. L’esperanca i la variancia de Mx son,
respectivament:

E(Myx) =E <%im .’MT) = %im E(Mr) = my,

o3, = lim 0% = lim IJZT Cx(T) (1 - m) aT
My T e T T e 2T 2T X 2T )
Aixi, la condici6 (3.5) del Teorema 3.11 resulta ser també una condicio
necessaria i suficient per tal que el valor mitja temporal My coincideixi
(amb probabilitat 1) amb el valor mitja probabilistic my, és a dir, per
tal que
1 T
lim —J X(t) dt = mx amb probabilitat 1. 3.7)
T-0 2T -T
En efecte, si UJZWX = 0, llavors la dispersi6 de la variable aleatoria My al
voltant del seu valor esperat my és nulla, és a dir P(Myxy = my) = 1. 1
reciprocament, si P(Mx = my) = 1, aleshores o}wx = 0. En conclusio,
si X(t) és ergodic en valor mitja a (amb probabilitat 1), I'expressio (3.7)
ens permet obtenir de forma “quasi segura" el parametre my a partir
d’una tUnica realitzaci6 de X (t).

El resultats segiients formulen altres condicions suficients per tal
que X (t) sigui ergodic en valor mitja.

Teorema 3.15 Si .
| iexmiar <, (3.8)

aleshores X (t) és ergodic en valor mitja.

Demostracio. Si (3.8) es compleix tenim:
1 (" |T|) 1 (7
5T J—TCX(T) <1— T at| < 5T 7T|CX(T)|dT 0.

Exemple 3.16
El senyal telegrafic aleatori, discutit a la Secci6 2.3, és ergodic en valor
mitja ja que:

00 T
J ICx(T)|dT =2 lim | e T dt = 1 < oo,
— 00 T—o Jo Ij

Teorema 3.17 Si

Cx(0) <o | lifgloCX(T) =0,

aleshores X (t) és ergodic en valor mitja.
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Demostracio. En efecte, donat € existeix a > 0 tal que
|Cx(T)| < € si T > a. Per tant,

o [y (1 ) ar < 5 [ et

1 (T 1 (@ 1 (T
_ ?JO Cx ()] dT = TJO Cx (1) d”?L Cx(T)] dT

SCX(O)%-FG—’G SiT — oo.

Aleshores,

1 (T |T|> B
%lf?ozTLTCX(T) (1_ 7 )4t =0

Exemple 3.18
El senyal binari aleatori de periode T, discutit a la Secci6 2.4, també és
ergodic en valor mitja ja que Cx(0) =1iCx(t) =0si|T| > T. O

3.2.1 Ergodicitat i la llei debil dels grans nombres

Quan X[n] és un procés de temps discret o bé quan només tenim dis-
ponibles mostres X[n] = X(nT;) d’'un procés de temps continu X(t),
podem fer servir la mitjana aritmeética de les variables aleatories X[0],
X[1], ..., X[n - 1],

_ X[0]+X[1]+---+X[N-1]

Mn N ,

(3.9

per tal d’estimar el valor mitja my del procés. Observeu que (3.9) és la
versio discreta del valor mitja temporal My definit a (3.3) per a proces-
sos de temps continu. De fet, My és un estimador no esbiaixat de my
ja que:

1 1
E(My) = > E(X[n]) = N Nmx = my.
n=0

Com en el cas de temps continu, si la variancia de la variable alea-
toria My tendeix a zero quan N — oo, direm que el procés de temps
discret X[n] és ergodic en valor mitja (en el sentit de la mitjana qua-
dratica). Si aquest és el cas, My convergeix en mitjana quadratica cap a



52 CAPITOL 3. PROCESSOS ERGODICS

my, i, per tant, constituira un bon estimador del parametre my. Tenim:

Var(My) = E((My — my)?)
2
:E<<M+_..+X[N—H—mx) )

N N
1 N-1N-1 1 N-1N-1
=3z E((X[E] = my) (X[f] = mx)) = 13 > Cxli—jl
i=0 j=0 i=0 j=0
1 N-1 1 N-1 n|
=— (N - |n]) Cx[n] = = 1 - — ) Cx[nl.

Hem demostrat, doncs, la versio per a temps discret del Teorema 3.11

Teorema 3.19 El procés de temps discret X[n] és ergodic en valor mitja
si i només si:

N-1
- 1) g -
}[19;10 ON-1 Z (1 N Cx[n] =0 (3.10)
n=—(N-1)

Quan la condici6 (3.10) es verifica, la desigualtat de Chebyshev im-
plica:
glimP(ljle—mxl >€)=0, peratote >0, (3.11)

és a dir, la variable aleatoria My convergeix també en probabilitat cap a
my. En aquest sentit, el Teorema 3.19 generalitza la llei débil dels gran
nombres, la qual garanteix el resultat (3.11) quan les variables aleatories
X[0], X[1], ..., X[n], ... son independents.

3.3 Ergodicitat en autocorrelacio

De forma analoga a com s’ha introduit el valor mitja temporal, podem
definir 1'autocorrelacio temporal, calculada en l'interval (-T,T), d'un
procés estacionari X (t):

1 T
Rx(T) = —J X(t) X(t+T1)dt.
2T J-r
Per a cada valor fixat del desplacament temporal T, I'esperanca de
la variable aleatoria Rx (1) coincideix amb I'autocorrelacié estocastica

Rx (1) = E(X(t)X(t + T)) (que és independent de t per '’estacionarietat
de X (t)). En efecte,

1 T
E(Rx(T)) =E (2], LTX(t) X(t+T) dt)

1 r 1 T
— o7 | EX@ Xt 1) de = 5 [ Re(r) di = Ry(r),
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Si la variancia de Rx (T) tendeix a zero quan T — oo, llavors l'auto-
correlacié temporal convergeix, en mitjana quadratica, cap a la funci6
d’autocorrelacio estocastica Rx (T). Diem, en aquesta situacio, que X (t)
és ergodic en autocorrelacio. Podem considerar Ry (T) com un estima-
dor de Rx(T) i, processant en el temps una Unica realitzacié temporal
de X (t), es pot deduir la funcié d’autocorrelacié estocastica Rx(T1), la
qual depén de tot el conjunt de resultats possibles de I’experiment ale-
atori, ja que es calcula com una esperanca.

No formularem la condici6é necessaria i suficient —analoga a 'ex-
pressada en el Teorema 3.11 per al valor mitja— per tal que X(t) sigui
ergodic en autocorrelacio. Observem, pero, que si per a cada valor fixat
de T, definim un nou procés

() = X(t) X(t + 1),

aleshores l'esperanca de ®,(t) és 'autocorrelaci6é estocastica de X (t),
mentre que el valor mitja temporal de ®.(t) és I'autocorrelacié6 tempo-
ral de X(t). Per tant, la condicié necessaria i suficient per a que X(t)
sigui ergodic en autocorrelacio s’obté formulant la condici6 (3.5) per al
procés & (t). Per formular aquesta condici6é necessitem, pero, que X (t)
tingui un ordre d’estacionarietat almenys quatre.

Observeu, finalment, que si X (t) és ergodic en autocorrelacio, la seva
potencia mitjana (constant en t) es pot calcular mitjancant el segiient
valor mitja temporal:

1 T
E(C () = Ry(0) = lim - J_szm dt.
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Capitol 4

Densitat Espectral de
Potencia

4.1 Analisi espectral de processos estocastics

Les propietats espectrals d'un senyal determinista x (t) s’obtenen a par-
tir de la seva transformada de Fourier X(f) = [~ x(t) e 72"/t dt. En
particular, si x(t) és un senyal d’energia finita (la funcié x(t) és de qua-
drat integrable, i.e. x € L?(—o, )), el teorema de Parseval ens permet
calcular I'energia E, associada al senyal x(t) a partir del seu espectre

)/%(f): oo 00
Eo- | xwar-| 1x(prdr.

Quan x(t) no és d’energia finita pero, en canvi, x € L?(-T,T) per a
cada T > 0, podem calcular la potencia transportada pel senyal en cada
interval de temps (=T, T):

Pr = IJT x2(t)
T_ZT T )

Per tal d’analitzar espectralment aquesta potencia, considerem el se-
nyal x(t) restringit a 'interval (—T, T). Sigui:

xr(t) =<1 x(t), -T<t<T

0, altrament

i x7(f) la seva transformada de Fourier. Com que
T ) )
[ wwar= | xpac=| israr,
-T —o0 —o00

tenim:

T oo o~ 2
PT=LJ x2(t) dt=J: %dﬁ

55
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Aixi, la funci6

X (H)?

Gr(f) = 5T

es pot interpretar com la densitat espectral de la potencia del senyal
truncat xr(t), ja que

Pr=| Gr(par

A meés, silimr_.. Pr existeix, direm que x(t) és un senyal de poténcia
finita i definirem el valor d’aquest limit com la poténcia P, associada al
senyal, és a dir:

1 (.,
Py = %151;10 5T Jfo (t).
Operant formalment, obtenim:

P, = hm Pr = hm GT(f af = J hm Gr(f)df.

Per tant, la funci6

o 2
Go(f) = lim Gr(f) = lim %

és la densitat espectral de la potencia P, associada al senyal x(t).

Per a un procés estocastic X(t) en que cada realitzacio sigui un se-
nyal de potencia finita podem procedir de forma analoga a com s’ha
explicat per a senyals deterministes. Cada realitzacié de X(t), restrin-
gida a (-T,T), té una densitat espectral Gr(f) = I)/f\T(f)IZ/(ZT). Ara,
pero, Gr(f) és, per a cada freqiiéncia f, una variable aleatoria, per la
qual cosa sembla natural definir la densitat espectral de potencia del
procés X (t) restringita (-T,T) com:

X 2
St(f) = E(Gr(f)) = E(ngi(Tf)I)

Finalment, es defineix la densitat espectral de poténcia del procés esto-
castic X(t) com:

X, 2
Sx(f) = lim Sr(f) = %%mxgigf)')

Per exemple, si X(t) és un procés estacionari amb poténcia mitjana
Rx(0), tenim:

(4.1)

["scear= [ pm BSHOE 4

—115130%1;([& X ( f)|2df>—11mE(J X2(t dt)

=hm—J E(X?( t))dt—hm—[ Rx(0) dt = Rx(0).

Una conseqiiéncia de la definicié de Sx(f) (vegeu (4.1)) és:

Teorema 4.1 Sx(f) és una funcio no negativa de la freqtiéncia f.
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4.2 El teorema de Wiener-Khintchine

La densitat espectral de potencia d'un procés estocastic estacionari re-
sulta ser la transformada de Fourier de la seva funci6é d’autocorrelacio.
Aquest resultat notable constitueix el teorema de Wiener-Khintchine.

Teorema 4.2 Sigui X (t) un procés estacionari (en sentit ampli) amb fun-
cio d’autocorrelacio Rx (1) absolutament integrable. Per a tot f, el limit
en (4.1) existeix, i es té: .

Sx(f) = Rx(7).

Demostracio. Tenim

T 2
E(IX7(f)1?) =E (‘J'—TX(t) o I2TFt gy )

T T
=E (J X(t;) e 2mft g, j X(t,) e-i2mftz dtz)
-T -T

T T
=J j E(X(0)X(£2)) e~2mF 0=t gy, dt,
—TJ)-T
= H Ry (ty,tr) e 2 i-t) g dt,  (4.2)
D

onD={(t;,t;) :-T<t1 <T,-T<t,<T}.Sia@.?2) femel
canvi s = t;, T = t; — t» obtenim

IS (AP) = || Rem) e 2T dsdr,  @3)
Dx
onaraD* = {(s,T) :s—-T=<71=<s+T,-T <s < T}. Calcu-

lant la integral (4.3) integrant primer respecte de la variable
s podem escriure:

~ 0 ) T+T
E(IXT(f)I?) = J Rx(T) e 72mfT (J dS) aTt
=2T -T
2T , T
+ | Ry(r) emizmsT (J ds) dt

0 T-T

2T ) )
= Rx(T)(2T — |T|) e /*™/T d.

-2T

Per tant,

1 v 2y _ T 17l —jemft
SFEIKH (N = | Ry(m) (1—ﬁ) oI g

:J Rr(T) 07207 g, (4.4)



58 CAPITOL 4. DENSITAT ESPECTRAL DE POTENCIA

on
Il

P e B
0, |T| > 2T

Com que |R7(T)| < |Rx(T1)| ila funcié Rx(T) és absoluta-
ment integrable, podem aplicar el teorema de la convergeéncia
dominada de Lebesgue:

o0

lim [ Ry(T) e ?™Tdr = J (%1m Ry (T) e‘fz"fT> at

T-o J_

= J Ry (T) e 2™/ T gt = Ry (T).

Per tant, prenent a (4.4) el limit quan T — oo, veiem que exis-
teix la densitat espectral de poténcia S(f) i val:

.
sx(f) = lim PETDE g

Exemple 4.3
La densitat espectral de poténcia del senyal telegrafic aleatori de para-
metre y val:

_ (7 —ouitl ,-j2 _ H
R e e

4.3 Sistemes lineals amb entrades estocastiques

Un sistema caracteritzat per una transformacié 7 s’anomena lineal si:
T (xx(t) +By(t)) =T (x(t) +BT (y(t)), «PER,

on x(t) i y(t) son funcions que pertanyen al conjunt £ d’entrades ad-
missibles al sistema. A més, el sistema és invariant en el temps si:

T(x(t) =z(@t) = T(x(t-1t)) =zt -t),

per a tot desplacament t’ de I'origen de temps. La teoria dels sistemes
lineals i invariants en el temps ens ensenya que la resposta y(t) a una
entrada x(t) queda determinada per la funcio6 resposta a 'impuls h(t) =
T (8(t)). En efecte, es té:

o0

Y(t) = T(x(t)) = x(t) % h(t) = J x(t — TYh(T) dT. 4.5)

— 00
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Quan X(t) és un procés estocastic tal que cadascuna de les seves
possibles realitzacions X (t, w) (w € Q) pertany a £, tenim:

Y(t,w) =T (X(t,w)) = X(t,w) *x h(t) = J X{t-1,w)h(T)dT
és a dir, la sortida Y (t) del sistema és també un procés estocastic.

Teorema 4.4 Si Y(t) = T (X(t)), aleshores my(t) = T (mx(t)). Per
tant,

my(t) = mx(t) % h(t)

Demostracio. El resultat és conseqiiéncia de la linealitat de
I'operador E. En efecte,

my(t) = E(Y(t)) = E(X({#)xh(t)) =E (L Xt -1)h(T) dT)

- r E(X(f — T)h(T) dT = Jw my(t — T))h(T) dT
=mx(t) * h(t) = T (mx(t)).

Exemple 4.5
Considereu el sistema lineal i invariant en el temps definit per

T(x(t)) =x"(1). (4.6)

Ala Secci6 2.2 hem estudiat el procés impulsos de Poisson derivant
(formalment) un procés de Poisson X (t):

=X'(t) = Z(St—tk

on els valors t; corresponen als instants aleatoris en que es produeixen
les transicions de X (t). El Teorema 4.4 implica:

d
my(t) = T (mx(t)) = ar (ut) =
t
d’acord amb el resultat obtingut previament a (2.12). O

Per tal de calcular la funcié d’autocorrelacié del procés de sorti-
da Y(t) = T(X(t)) determinem, en primer lloc, la correlacioé creuada
Rxy(t1,tp) de X(t) i Y(t). Noteu que, per a t; fix, com a conseqiiencia
de la linealitat de 7 tenim:

X(t)Y () = X(t)T (X)) =T (X(0)Y (D)),
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i, per tant, pel Teorema 4.4:

Rxy(t1,t) = E(X(t)Y (1)) = E(T (X(t1) X (1))
=T (E(X(t1)X(1))) = T (Rx(t1,1)). (4.7)

Analogament, considerant t, fix:

Y(D)Y(t2) = Y(t2)T (X(1)) = T (X(D)Y(t2)),

Ry(t,t2) =E(Y(£)Y(t2)) =E(T (X(£)Y(t2)))
=T (E(X(t)Y(t2))) = T (Rxy(t,t2)). (4.8)

Tenint en compte les equacions (4.7) i (4.8) i fent servir la caracteritza-
ci6 de la sortida d’un sistema lineal i invariant en el temps mitjancant
la resposta a I'impuls (vegeu (4.5), tenim:

Teorema 4.6 SiY(t) = T (X(t)), aleshores
Ry (t1,t2) = T (T2 (Rx(t1,t2))),

on T; significa que la transformacio T actua només respecte a t;, i =
1, 2. Per tant,

Ry (t1,t2) = Rx(t1,t2) * h(tp) * h(ty).

Exemple 4.7

Tornem a considerar, com a ’exemple anterior, el procés impulsos de
Poisson Y (t) com a sortida del sistema lineal (4.6) quan I’entrada és un
procés de Poisson X (t).

Com que Rx(ty,tp) = p?tity + pmin (¢, 1) i

_ _(t, siti<b
min (¢y, t2) —{ t>, altrament °’

obtenim:

0
Rxy(t1,t2) = T2(Rx(ty,t2)) = aTsz(tl,tz) = PPty + pu(ty — to),

on u(t) ésla funcié de Heaviside

Per tant,

0
Ry (t1,t2) = T1(Rxy(t1,t2)) = aTley(tl,tz) =+ us(ty - t),

d’acord amb el resultat obtingut previament en (2.15) O
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Quan el procés entrada al sistema és estacionari, els Teoremes 4.4 i
4.6 esdevenen:

Teorema 4.8 Sil'entrada X (t) a un sistema lineal i invariant en el temps
és un procés estacionari en sentit ampli, llavors el procés de sortida
Y(t) = T (X(t)) també és estacionari en sentit ampli i es compleix:
My = XMy, ON XK= J h(t) dt,
Ry (T) = Rx(T) * h(T) * h(-T).
Fent us del teorema de convolucié per a transformades de Fouri-

er i del teorema de Wiener-Khintchine obtenim la versi6é espectral del
Teorema 4.8:

Teorema 4.9 Sigui T un sistema lineal i invariant en el temps i X (t) un
procés estacionari en sentit ampli. Si Y (t) = T (X (t)), llavors

Sy(f) = Sx(f) H(f)I?,
on H(f) és la transformada de Fourier de la resposta a 'impuls h(t).
Exemple 4.10
Volem determinar la densitat espectral de poténcia del procés
Y(t)=X(t)-X({t-T),
on X(t) és un procés estacionari. Tenim:
Ry(T) =E(Y®)Y(t+T))

=E((X{#)-Xt-T) Xt+1)-XUt+T1-T)))
=2Rx(T) —Rx(T—-T) —Rx(T+T) (4.9

Aixi, pel teorema de Wiener-Khintchine i la propietat de desplacament
en el temps de la transformacio de Fourier:

Sy(f) =28x(f)—Sx(f) o2 fT _ Sx(f) Q2T f T
=2 Sx(f) (1 =cos 2 fT)) =4 Sx(f) (sin (T fT))*. (4.10)
Al resultat anterior hi podem arribar també aplicant el Teorema 4.9.

En efecte, Y (t) es pot interpretar com la sortida d’un sistema lineal i
invariant en el temps amb funcio resposta a I'impuls:

h(t) =T (6(t)) =6(t) -o6(t—T),

i, per tant, ,
H(f)=1-e2m/T,

Aixi:
|H(H)|? = (1- e 2T (1 - 2mIT)
=2 (1-cos (2mfT)) =4 (sin (fT))*.

O
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El Teorema 4.9 ens permet una justificacié addicional a la interpre-
tacié de la funcié Sx(f) com una densitat espectral de poténcia. En
efecte, podem interpretar la integral

fo
; Sx(f)df (4.11)

com la poténcia mitjana del procés que trobariem a la sortida d’un filtre
passabanda ideal —tal que |H(f)| = 1si f € [fi,fe]li |H(f)| =0
altrament— quan a la seva entrada hi tenim X (t), i, per tant, (4.11) ens
dona la potencia transportada pel procés estocastic X(t) en la banda
de frequéncies [ f1, f~].



