Analisi Real — dietari de pandémia
Capitol 3: Series de Fourier
Notes del curs d’Analisi Real confeccionades per Juanjo Rué

Lli¢é 1: Introduccio

En aquest capitol desenvoluparem les primeres tecniques d’analisi harmonica del grau tot desen-
volupant la teoria de les séries de Fourier per a funcions suaus (ja veurem qué volem dir per
suau més endavant). Perd, abans d’aix0, dedicarem una estona a “motivar” una nova norma
sobre C([a,b],R), que com veurem no tindra res a veure amb la norma del suprem que hem
estat treballant fins ara (farem precis més endavant en aquesta lligé que volem dir per "res a
veure”).

Per a motivar el que farem, tot el que direm ara és en relacié a C([a,b],R), tot i que ho
podriem fer de fet en les funcions integrables Riemann. Sobre aquest espai de funcions (ja
sabem que és un algebra) tenim una operacié extra que és la integracié de Riemann (sempre
esta definida). T aixd motiva la definicié del segiient operador:

('7'): C([aab]aR) — b R
(f.9)  — [, f(2)g9(z)dx

Usarem indistintament (-,-) o (-,-) per denotar aquest operador. La primera observaci6
fonamental és que aquest operador sempre esta definit, és bilineal, simetric i (f, f) > 0 amb
(f,f) = 0siinoméssi f =0 en interval [a,b]. Aixi doncs, ens defineix un producte escalar
en C([a,b],R), i per tant defineix una norma (que denotarem per | - ||2) i una distancia (que
denotarem per da(-,-)) definides segons

£l = (£, £)2, da(f,9) = |If = gll2.

Reiterem que aquestes definicions es poden aplicar quan ’espai de funcions que prenem sén
les integrables Riemann, pero pel fil argumental que estem desenvolupant és important tenir
en ment que estem interessats en les continues. Per tant, la pregunta natural que ens podem
formular ara és: com es relaciona aquesta norma amb la norma del suprem, de la que ja tenim
molt de coneixement en les funcions continues? Veurem que tot el que voldriem que funcionés
en el nostre context no funcionara. Per a no confondre normes, escriurem la norma del suprem
d’aqui en endavant per || - ||sup-

Remarca 1. La primera observacié important és que la norma del suprem i aquesta nova
norma no sén equivalents. Aquesta és una observacié important perque en espais vectorials de
dimensié6 finita totes les normes sén equivalents (ja que, essencialment només ens cal donar les
relacions de fitacié entre els elements de la base, que és un conjunt finit), mentre que en espais
vectorials de dimensi6 no finita (com és el cas) aixd no sera aixi.

Veguem-ho amb un exemple. Si les dues normes sén equivalents, aleshores existeix una
constant universal C' per la que es compliria que per tota funcié f € C([a,b],R), || fllsup < C||f2
(la fita inferior també s’ha de complir, pero ja veurem que aquesta condicié ja no es compleix i
per tant no cal fer res més).

Per a veure-ho, el que farem sera trobar una successié de funcions que tindran una norma
del suprem arbitrariament gran, mentre que tindran una norma 2 constant. Aixo ho podem
fer de la segiient forma: construim una successi6 de funcions f,(z), continues en [a, ], tals que
sempre f: fn(z)?dz = 1, perd que a mesura que avanca la n, es concentrin cada cop més en el
punt mig de U'interval. Aix0 és pot fer amb una funcié triangle, per exemple.

Aleshores és clar que podem fer || f,||sup tan gran com vulguem, mentre que || fpll2 = 1
sempre. Aixi doncs, no pot existir tal C, ja que per aquesta familia ja no és compleix.

En certa manera, la norma 2 (li direm aix{ per abreujar) és més grollera que la norma del
suprem, ja que quan integrem estem perdent molta informacié de la nostra funcié. De fet, en
la segiient remarca veurem que si bé hem vist al Capitol 1 (i al 2) que C([a,b],R) junt amb la
norma del suprem és un espai complet, aix0 no és cert si canviem la norma per la norma 2.

Remarca 2. C([a,b],R) junt amb la norma || - |2 no és complet. Ho veurem de nou amb un
contraexemple: prendrem una successié de Cauchy (respecte a la norma 2) que convergira cap
a una funci6 no continua.



Prenem la familia habitual: [a,b] = [0,1] i fu(x) = 2™ (recordeu el que ja sabem: aquesta
familia convergeix cap a una funcié NO continua, i per tant la convergencia NO pot ser uni-
forme...cosa que ens diu que la successié { fy, }rn>1 no és de Cauchy quan mesurem respecte a la
norma del suprem).

Si ara fem el calcul, el que tenim és (fem el calcul de la norma 2 al quadrat, per a no mirar
les arrels quadrades):

1 N 1 2
S 2n+1 2m+1 n+m+1

1
anffmn%:<x”—xm,x”fxm>:/ (2" — 2™z = -
0

i aix0 pot escriure’s com
, (n—m)?
Cn+1)2m+1)(n+m+1)
Evidentment, els tres termes que ens surten els podem fer arbitrariament petits, i per tant, per
tot € > 0 podem trobar un ng tal que si n,m > ng tindrem que || f, — fnl|3 < €2.

Aixi doncs, de cara a calcul de limits de successions, la norma 2 no funciona prou bé si
ens restringuim a les funcions continues (sortim fora del conjunt) De fet, el que veurem en el
Capitol 4 (entre altres coses) és la resposta a la seglient pregunta:

En quin espai de funcions X, C([a,b],R) C X podrem assegurar que (X, | - ||2)
sera un espai complet?

Avancem que aquest espai de funcions NO sera l’espai de funcions continues a trossos, ni
tampoc les funcions integrables Riemann. Una de les feines que haurem de fer per a respondre
aquesta pregunta sera la d’extendre la nocié d’integral (de Riemann) a funcions més complicades
(no integrables Riemann). De fet, aixd sera la tasca principal del tema 4 d’aquest curs: construir
un espai de funcions que funcioni bé (en quant a completessa) amb la norma 2 per tal de
poder fer analisi en contextos més generals que el de les funcions continues (sera especialment
important aixo quan estudiem analisi funcional i/o EDPs).

Tornem pero a la comparacié que estem fent entre les dues normes, la del suprem i la norma
2. Ja hem vist que no sén normes equivalents. Veguem ara que, de fet, la norma del suprem
no prové d’'un producte escalar.

Remarca 3. La norma del suprem no prové d’'una norma. Per a fer-ho, només cal veure que
la norma del suprem no compleix la llei del paralelogram, que ens diu que per tota parella de
funcions f, g es compleix que

1F + g1+ 1f = gl =211 £1* +2]lg]1?

(recordeu que tota norma procedent d’un producte escalar I’ha de complir). Basta, doncs,
trobar dues funcions que no ho compleixin. Prenem, com és habitual, funcions de la forma x™
i 2™, amb n < m, en l'interval [0, 1]. Aleshores és clar que || f + g||sup = 2 (s’assoleix el suprem
en z = 1), ique ||fllsup = [|9]lsup = 1 (el mateix, el suprem s’assoleix en en x = 1). Ara bé,
quan calculem la norma de la diferéncia, tenim que

1F + 9ll5up =2 (112 + llgllZp) =4 —2-2=0,
perd || f — g[|2,, # 0 perque de fet 2 — 2™ té un maxim diferent de 0 en Iinterval [0, 1].

Després de totes aquestes coses negatives, veurem almenhys una cosa positiva: la con-
vergencia uniforme implica la convergencia si mesurem en termes de la norma 2. Anem a ficar
un nom a tot aixo:

Definicié 1 (Convergencia quadratica). Sigui { fy, },>1 una successié de funcions en C([a, b], R).
Direm que aquesta successié convergeix en mitjana d’ordre 2 (o mitjana quadratica) cap a f si
per tot € > 0 existeix un ng tal que si n > no, ||fn — fll2 < &

Fixeu-vos que NO tenim condicié de Cauchy com tenim amb la norma del suprem. Com
hem comentat aixd ho resoldrem a final de curs. Ara, per0o, anem a demostrar la implicacié
important de totes aquestes definicions. Aqui ens oblidarem per un moment de la condicié de
continuitat per tal de poder enuncar el lema amb tota generalitat.



Lema 1. Sigui {fn}n>1 una successio de funcions integrables Riemann en [a,b], que conver-
geizen uniformement cap a f. Aleshores convergeizen en mitjana quadratica cap a f.

Demostracio. Vam veure al Capitol 1 que el limit uniforme de funcions integrables Riemann és
també integrable Riemann. Per tant, f és integrable Riemann. Aixi doncs, expressions de la
forma

b
/ (fule) — F(2))? de

tenen sentit perque I'integrand és integrable Riemann. Ara només cal ficar el valor absolut i anar
amb cura: donat £ > 0, sigui ng tal que si n > ng, es compleix que sup,¢(, y{|fn(7) — f(2)[} <

/(b —a)/?. Aleshores, per n > ng:
b b 1/2 b2 1/2
1ol = ( [ i) = @) da:> < [ 1@ - 1@ dx> < ( / de)
O

Per tant, la convergencia uniforme és un mode de convergencia més dur que la convergencia
en mitjana quadratica.

Per acabar, i per enllagar amb el que veurem a la propera lli¢d, deixem la segiient definicid.
A hores d’ara no la podem aplicar en el nostra context perqueé no tenim lespai X que faci
(X, ]l - |l2) complet.

1/2

Definicié 2 (Espai de Hilbert). Sigui X un espai vectorial on hi podem definir un producte
escalar (-,-)x. Direm que X, junt amb aquest producte escalar és un espai de Hilbert i X
junt amb la norma induida per aquest producte escalar és un espai de Banach (i.e., un espai
complet).

El primer exemple que ens ve al cap és X = R i prendre el producte escalar euclidia. La
gran avantatge dels espais de Hilbert davant dels espais de Banach és que podem intentar imitar
Pestructura geometrica que ens déna el producte escalar, com per exemple tenir un teorema
de Pitagores. Recordeu també que ara mateix no tenim exemples d’espais de Hilbert en espais
de funcions, ja que I'espai de Banach que coneixem usa una norma que no prové del producte
escalar.

En la propera llicé donarem analegs del que pasa en R™ en espais de funcions on hi tenim
on producte escalar, i en particular veurem el teorema de Pitagores en un context més general:
aix0 ens donara la desigualtat de Bessel i el primer resultat important d’aquest capitol: la
igualtat de Parseval.



Lli¢c6 2: Espais de Hilbert

Recordeu de la 1li¢gé anterior on varem definir espai de Hilbert:

Definicié 3 (Espai de Hilbert). Sigui X un espai vectorial on hi podem definir un producte
escalar (-,-)x. Direm que X, junt amb aquest producte escalar és un espai de Hilbert i X
junt amb la norma induida per aquest producte escalar és un espai de Banach (i.e., un espai
complet).

El que farem ara és intentar copiar l'estructura que tenim a R™ en aquest context més
general, en particular la nocié d’ortogonalitat.

Definicié 4 (Sistema ortogonal; sistema ortonormal). Donat un espai de Hilbert X amb el
producte escalar (-, ) x, una familia d’elements {¢,, } ne; de X direm que es un sistema ortogonal
si compleix que

n 7é m, ((bna ¢m)X =0.

Si, a més a més, (¢n, ¢n,) = 1 per tot valor de n € I, direm que el sistema { @y, }necr és ortonormal.

Observeu que tot sistema ortogonal és pot convertir facilment en un sistema ortonormal
simplement normalitzant les funcions ¢,, pel seu modul (és a dir, dividint entre (¢n, ¢n)x-

Veguem primer alguns exemples que seran molt importants en el que vindra més endavant.

cos(nz) i
/
Yn(z) = % Aleshores {¢n, }n>0 U {¥n}rn>1 és un sistema ortonormal. En efecte, recordant

Exemple 1. Considerem E = C(—m,7) i la familia de funcions ¢g(z) = \/%, on(z) =

les relacions trigonometriques segiients:

sin(a) sin(b) = %(cos(a —b) — cos(a — b)),
sin(a) cos(b) = %(sin(a +b) +sin(a — b)),
cos(a) cos(b) = 5 (cos(a + b) + cos(a — b)),

és dedueix molt facilment (fent el calcul de les integrals corresponents) que (¢, Om) = (Y, ¥rm) =
0sin>0,m>1in#m, mentre que (¢n, Prn) = (¥n,¥n) = 1 per tot valor de n.

Observeu que d’aquest exemple podem dir una cosa semblant si prenem un interval (—L/2, L/2)
en lloc de l'interval (—, ) si fem un canvi de reescalat de les variables (en el interval (—L/2, L/2)
caldria prendre la variable n%”x en lloc de nx).
Exemple 2. Considerem ara un exemple trasladat de ’exemple anterior: considerem C(0, 7).

En aquest espai la familia {¢,, }n>1 amb ¢, (z) = \/%sin(mc) és ortonormal.
Remarca 4. En tota la discussié que veurem més endavant treballarem principalment sobre
Pespai C(—m, ), perd coses similars es podrien dir sobre intervals centrats a 'origen i, fins hi

tot, no necessariament centrats (fent reescalat i translacions en les variables).

El nostre objectiu es poder donar, en els nostres espais de funcions, criteris per els quals
un sistema ortonormal sigui una base de l’espai vectorial subjacent. Observeu també que tot
subconjunt d’un sistema ortonormal és també un sistema ortonormal, amb la qual cosa ens
agradaria trobar-ne que siguin maximals amb aquest propietat. Dit d’altra forma:

Podem trobar un sistema ortonormal {¢,},cr en E = C(—7, ), que sigui a més
una base de l’espai vectorial E? O que hi hagi alguna mena de convergeéncia en
sumes parcials?

Fixeu-vos que d’aconseguir-ho el que estariem fent és copiar I'estructura geometrica que tenim
a R™ en l'espai C(—m, ), ja que en particular tindrem una nocié d’ortogonalitat, de distancia,
etc. Fixeu-vos també que la segona pregunta és menys restrictiva, ja que en el nostre cas és
possible que tinguem sumes infinites, i aleshores cal anar amb compte amb les questions de
convergencia.

Abans de veure que efectivament podrem definir aquest sistema ortonormal, anem a respon-
dre una pregunta no menys important i que també ve inspirada pel que passa a R™: considerem
en R™ una familia de vectors {v,..., vk}, el subespai generat per ells H i un altre vector w.



Quin és el vector v € H que fa que ||v—w|| sigui minima (on estem prenent la norma euclidiana)?
La geometria elemental (o no tan elemental...) ens diu que

R*"=H®H",

i que per tant, w = wy + wyL on wy i wyL s6n ortogonals (i per tant, wy és la projeccié

ortogonal de w en el subespai H). Ara un calcul elemental (que essencialment és el teorema de

Pitagores) ens diu que el minim ||w — v|| s’assoleix precisament al prendre v = wy.
Veguem-ho ara en el cas general d’espais vectorials en abstracte:

Lema 2. Sigui E un espai vectorial dotat del producte escalar (-,-). Sigui f € E i {¢n}n>1 un
sistema ortonormal. Sigui a, = (f, ¢n), © definim

n n
In= Zak(bkv gn = Zbk(blm b; € R.
k=1 k=1
Aleshores ||f — fullz2 < |If — gnll2 @ tenim igualtat si i només si b; = a; per tots els indexos i.

Abans de fer la prova (que és la que fariem en R™) observeu el que diu el lema: la millor
aproximacié de f per una funcié f,, en el subespai generat per {¢1,...,¢,} ve donada per la
projeccié ortogonal en aquest subespai (la projeccié ortogonal ens determina els coeficients a;).

Demostracié. Anem primer a calcular ||f — g,||3. Aqui el que estarem fent és usar la versi6
abstracta del teorema de Pitagores:

If _gnH% =(f=gn: f—gn) = (£, f) = 2(f,9n) + (9n, gn) = ”f”% + HgnH% —2(f, gn)-

Anem ara a desenvolupar els termes que depenen de g,. Per una banda,

(f,90) = (f,zbmk) => bi(fidn) = arb.
k=1 k=1 k=1
Per altra banda,
lgall3 = >0
k=1

Per tant,

1f = gal3 =113+ 3702 =2 anbe = 113 =3 ai + > (b — ar)*.
k=1 k=1 k=1 k=1

Fixeu-vos ara que el terme en 77 és fix i només depén de f (i del sistema ortonormal), i que
el segon terme és una suma de quadrats (per tant, positiva). Aquesta suma sera el més petita
possible quan prenguem precisament by, = aj, per tots els indexs possibles.

En aquesta situacid, el que obtenim és que

n
I1f = gall3 = 1715 = ai,
k=1
perd aquesta expressio és igual que || f — fn||3, que és el que voliem demostrar. O

Observeu de la prova que, a mesura que agafem més termes (n) en les sumes >, _, ax¢y, hau-
rien de ser cada cop més i més semblants a f. En efecte, aixo passara quan hi hagi convergencia
en aquesta norma:

Teorema 1. Sigui E un espai vectorial amb un producte escalar (-,-), i sigui {¢n}n>1 un
sistema ortonormal. Per f € E, sigui

Fo =Y andr, ax = (f, o).
k=1

Aleshores:



(Desigualtat de Bessel) Y, ai convergeiz i satisfa que >, a2 < || f||3.

(Identitat de Parseval) Si, a més, lim, ||f — fall2 = 0 (hi ha convergéncia quadratica de {fn}n>1 cap a f),
aleshores de fet tenim que
> ai=IIfI3

k>1

Demostracio. Per a veure la desigualtat de Bessel, basta usar el teorema anterior. Hem vist
abans que 0 < ||f — f[|3 = || f13 — >k_, a}. d’on tenim que per tot valor de n, es compleix que
Son_iai <|/f||3. Per tant, al pasar al limit n tendint a infinit també sera cert. Aixd demostra
la desigualtat de Bessel.

La identitat de Parseval també la trobem inmediatament si fem tendir a 0 el terme || f — f,,||3
en Videntitat |1 — ful3 = |fIB — 3}, a2, O

Deixarem aqui la lligé per avui comentant un parell de coses importants a tenir en ment:

e Per a tenir la identitat de Parseval ens cal poder assegurar la convergencia quadratica,
cosa que a priori encara no hem estudiat amb calma. El que veurem en la propera lli¢d és
que en el nostre espai de funcions C(—m, ) (de fet, en un espai una mica més restringit
per un costat, perd més ampli per un altre...) podrem definir els ¢,, i els coeficients ay
i podrem fer tota la feina (en particular, assegurar convergencia quadratica). Aixd sera
precisament les series de Fourier que donen titol al capitol.

e Un problema més dificil sera el d’estudiar quan un sistema ortonormal és una base. De fet
el tipus de questions que estudiarem seran la convergencia puntual, i veurem que en alguns
punts (especialment els punts de discontinuitat, perque estudiarem funcions discontinues)
presentaran un comportament ben peculiar (serd el contingut del teorema de Dirichlet,
que sera el resultat fonamentel de la propera part).



Llicé 3: funcions continues a trossos, funcions suaus i la
seva serie de Fourier

Si recordeu la lligd anterior, vam estar parlant (en abstracte) de sistemes ortonormals, genera-
litzacions del teorema de Pitagores i, per la part que ens toca, el resultat més important: la
igualtat de Parseval.

Ara tornarem als casos concrets. D’aqui en endavant estudiarem funcions més generals que
les funcions continues en intervals.

Definicié 5. Considerem les segiients families de funcions:

¢ (Funcions continues a trossos) Denotarem per PCla, b] el conjunt de funcions continues
definides en [a, b] que sén continues llevat d’un nobre finit de punts, on els limits laterals
existeixen.

¢ (Funcions suaus) Denotarem per PS[a, b] les funcions f definides en [a, b] tal que tant f
com f’ sén elements de PCla, b].

Anem a precisar una mica més que volem dir amb la definicié de funcié suau. Es clar que si
tenim una funcié continua a trossos f, en cada punt de continuitat de f, aleshores en tot punt
de continuitat podem tenir (o no) derivada. El que ens diu la segona condicié es que els punts
on no és derivable és un conjunt finit. Dient-ho de manera informal: els punts on la funcié f
no és derivable sén aquells on f té ”punxes”’o bé en els punts on f no és derivable.

Que passa amb f’ en els punts on f té una discontinuitat de salt? Aquest és un tema delicat
que parlarem més endavant (especialment en la part de conseqiiencies). La qliestié és que en
termes de definir funcié suau (dit d’altra manera, de saber identificar si una funcié és suau o no
ho és), ens podem ficar amb el segiient conveni: en els punts z on f té una discontinuitat (que
és un conjunt discret), definirem f’(z) com un dels dos limits laterals. Veurem que el que passa
en el punt és una mica delicat técnicament desde el punt de vista de Uintegracié (ho discutirem
més endavant).

Observeu que és clar que les funcions PS[a, b] s6 clarament integrables Riemann, i per tant
podem definir la norma 2 de la que hem estat parlant fins ara. En particular, podem parlar
també de convergencia quadratica en aquest espai.

Sera util també pensar en la generalitzacié d’aquests espais de funcions quan el domini és
tot R: denotarem per PC(R) i PS(R) les funcions definides a R tal que en qualsevol interval fitat
defineixen una funcié continua a trossos o suau, respectivament.

Observeu que ambdues situacions, tota funcié f € PS[a, b] (o en PC[a, b]) defineix una funcié
en PS(R) (resp. PC(R)) tot prenent l’extensié periddica de la funcié. Per tal de no tenir
problemes de definicié podem pensar que en la periodificacié de la funcié f(a) = f(b). Altrament
quan prenem la periodificacié de la funcié el que obtenim és una discontiniiitat de salt en els
punts de la forma a + (b — a)k, on k és un enter.

Ja podem passar a fer la definicié fonamental d’aquest capitol:

Definicié 6. Sigui f € PS[—x,n]. La série de Fourier trigonometrica de f és la funcié Sy(z),
que déna, per cada = € [—7, 7], el valor

N
St(x) = 11]{[11 8¢ (w) = hJ]\f[n 5 + ng:l an, cos(nz) + by, sin(nz) 5 + nél ap, cos(nz) + by, sin(nx),
on ™ 1 ™ 1 ™
apg = — f(z)dx, ap = — f(x) cos(nx) dx, b, = — f(x)sin(nx) dz .
7r

™ —T —T ™ —T

Anem a comparar aquests valors amb els que varem veure a la llicé anterior. Per una banda
si fem

Om = cos(mz), Y, (x) = sin(nzx),

en el primer cas per m > 0 i pel segon per n > 1, aleshores

(¢07¢0) = 27T7 (¢n7 ¢n) = (wn7¢n) =T,



si n > 1. Per altra banda, tenim que, per exemple pels a,, tenim que

(f,&n)
(¢na (bn) ’
Si ho compareu amb el que varem veure a la lligé anterior,el calcul el varem realitzar per un

sistema ortonormal (i per tant normalitzat). En el nostre cas que estem veient ara els cosinus
i els sinues (i la constant) no estan normalitzats , i es per aixo que cal normalitzar-lo

Ay =

. N . .
Ho podeu pensar de la seguent forma: si g = > . | a;v;, i els v; sén ortogonals, aleshores

fa Uz Zazvuvz = CL,(U“UZ)

d’on surt el que deiem abans.
Remarca 5. Diversos comentaris

e Observeu que el terme a( apareix dividit entre 2. Aix0 passa pr a que la definicié de a,
sigui consistent amb els cosinus.

e Si prenem linterval [—L/2, L/2], teni també séries de Fourier perd intergrant respecte a
2

cos(*Fnx) i no cos(nx).
e El mateix aplica si prenem intervals oberts en lloc d’intervals tancats (les integrals no
varien si afegim o traiem els punts extrems de 'interval)

Observeu que la serie de Fourier trigonometrica Sy(z) ’hem definit com el limit (puntual)
de la successi6 de funcions {S }V (z)}n>1. Es bo que identifiqueu la definicié amb els termes que
hem vist a la lligé anterior (recordeu que els sinus i els cosinus sén ortogonals).

El nostre objectiu és veure com es comporta Sy en relacié a f. En particular, el que veurem
és que:

1. Convergeéncia puntual: veurem que per tot punt = de continuitat de f, S}V () con-
vergird puntualment cap a f(x). Pels punts de discontinuitat també veurem qué passa
(Teorema de Dirichlet).

2. Convergeéncia en norma: Veurem que no només hi haura convergencia puntual, sino
que hi haurad convergencia en la norma quadratica: veurem que ||S}V — f]l2 tendira a 0.
Per tant, tindrem una relacié de tpus Parseval.

Fixeu-vos que en cap moment estem dient que els sinus i els cosinus sén una base: el que
estem dient és que les sumes infinites definides per les series de Fourier convergeixen puntual-
ment (en els punts de continuitat) i que no només aixo, sino que la convergencia que hi ha és
de tipus quadratic. Comentarem més endavant que passa amb la convergencia uniforme, que
veurem que en general NO es satisfara.

Remarca 6. Observeu que la funcié Sy(z) (si f esta definida en [—m, 7], de fet esta definida
en tot R. Aixo el que diu és que la série de Fourier de fet defineix una funcié PS(R). Els tnics
punts on cal anar amb compte és enels multiples de w. Quan enunciem el teorema de Dirichlet
veurem queé passa en aquests punts (podria ser que la funcié no enganxi bé).

Per les proves (i en la llista de problemes), estudiarem també una variacié de la definicié de
serie de Fourier trigonometrica, en el context de funcions reals que prenen valors complexos.
Usant la realaci6 e’ = cos(a) + isin(a) i la relacié inversa

cos(ar) = % (e"* +e™), sin(a) = % (e"* —e™®)

Si substituim aquestes expressions del sinus i el cosinus en la serie de Fourier trigonomerica
obtenim ’expressio equivalent

bn |, ine  —ina
7(61111_"_6 zn1)7

N
S _ 70 i wm —inx

2

n=1



que pot escriure’s com
al a ar — b a_x +ib
Z Ckemch:?O’Ck:%(;{>0)7ck:%(/€<0),
k=—N

o, en sentit contrari, ar, = 2Re(cx), by = —2Im(ck).
Tot aix0 ho podem ficar en una definicié

Definicié 7. Sigui f € PS[—m,n]. La serie de Fourier complexa de f és la funcié SCy(z), que
déna, per cada x € [—m, 7|, el valor

N o)
SCt(x) =1lim SC¢(z) = lim cpettT = cpet™?®
7(@) = lim SC(x) Nk;Nk k;mk
on
cp = L (z)e™ " da.
2 J_ .

Fixeu-vos que la série de Fourier trigonometrica i la serie de Fourier complexa sén essenci-
alment el mateix, el que passa és que usem diferents sistemes ortonormals. Fixeu-vos que, de
fet, el conjunt {74 }rez, amb 74 (x) = €** forma un conjunt ortogonal en [—m, 7] (amb valors
complexos), 1 que per tant tot el que hem dit funciona igual.

L’ anic punt que cal remarcar aqui és que si les funcions que considerem sén de variable real
PERO prenent valors complexos (com esta passant aqui), el producte escalar que cal prendre
és el seguent:

b
(f.9) = / f(@)g(@) de

altrament no podriem afirmar que (f, f) > 0 sempre.

Dit tot aixo, en la propera llicé comencgarem ja a demostrar resultats relatius a la con-
vergencia puntual.Un tal resultat de fet sera igualment valid per les series de Fourier trigo-
nometriques com les complexes. Com veurem, treballar amb exponencials fara la cosa molt
més facil.



Llico 3: El teorema del nucli de Dirichlet.

Si recordeu la lligé anterior , vam definir la nocié de série de Fourier complexa d’una funcié
f € PS[—m, 7] com

N
lim SC}V(IE) =lim Z cpettT = chei’",
N N
k=—N kezZ

on
1 & : i —_—
Ch =5 f(x)e ™ de = f(x)etk dx.
m

—Tr —T

Aix0 és pot interpretar tenint en compte que el conjunt {e?**}; <7 defineix una familia ortogonal
respecte al producte hermitic definit en funcions reals en Uinterval [—m, 7] que prenen valors
complexos definit per

(f.g9)= _ﬂ f(x)g(z) d.

Fixeu-vos que aquesta definicié de producte hermitic encaixa perfectament en el cas de funcions
que prenen valors reals. Per tant aquest producte hermitic és, de fet una generalitzaci6 a variable
complexa del producte escalar en funcions que prenen valors reals (com hem estat fent fins ara).

Observeu també que en aquesta situacié (e?*1% e?*2%) = 0 si ky # ko, i val 27 si ky = ko.
D’aqui doncs tenim el terme 27 que esta dividint.

En aquesta lligé veurem resultats de convergencia puntual de {S C}V (z)}n>1. Observeu que
tot resultat de convergencia puntual d’aquesta successié es podra traduir inmediatament a un
resultat de convergencia puntual per la serie de Fourier trigonometrica S}V (2), ja que segons
vam veure, S}V (x) és identicament igual a SC}V(:E) per tot i per tot N.

El resultat fonamental que tindrem sera el segiient:

Teorema 2 (Teorema de Dirichlet). Sigui f € PS[—m,x]. Considerem la seva corresponent
extensid periodica a tot R (que per abis de notacid també denotarem per f). Considerem
aleshores {SC}V}NZL Aleshores, per tot © € R,

. 1 _

lin SO (2) = L (f(*) + Fa7),
on f(zT) i f(z™) sén els limits laterals de f quan la variable s’apropa a x per la dreta i per
l’esquerra, respectivament.

Veguem un exemple. Si prenem la funcié f que val 1 entre -11i 1,1 0 fora, és clar que és una
funcié suau, que té el segiient aspecte:

t
0.8
0.6
04
0.2

-3 -2 -1 0 1 2 3

Ara ho comparem amb la serie de Fourier, que la dibuixem per N = 20:

0.8
0.6
0.4
0.2

2 .
A v

o 3m .m0 il I 3n
4 4 2 4

El que s’observa és que la serie de Fourier aproxima molt bé la funcié inicial. De fet, el
teorema de Dirichlet ens diu que punt a punt, 'aproximacié cada cop és millor, llevat dels



punts de discontinuitat, en que el limit és el punt mig. Aixo0 és el que passa també en la grafica
de la figura.

Anem a veure, abans de demostrar-lo, algunes conseqiiencies importants del teorema. La
primera (i la més important) és que si els limits laterals coincideixen, f(z) = f(z7), i aquests
sén iguals a f(z). Per tant, la conseqiiencia clau del teorema de Dirichlet és que

Si f € PS[—m, 7] és continua en z,
aleshores S{'(x) convergeix puntualment cap a f(z).

L’altra observaci6 important és que en les discontinuitats de salt (que sén les que tenim en la
nostra situacié) el limit puntual de la série de Fourier no coincideix amb el valor de la funcié f
en el punt: coincideix amb la mitja aritmetica entre els seus limits. Es per aquesta rad que no
podem dir que la serie de Fourier coincideixi punt a punt amb la funcié inicial, sino només que
aixo és valid en els punts de continuitat de f.

Prova del teorema de Dirichlet usant el nucli de Dirichlet

Anem ara a demostrar el teorema de Dirichlet. Per a fer-ho ens caldra introduir una funcié
fonamental en analisi:

Definicié 8. Sigui N € N. El nucli de Dirichlet és

1 .
Dn(z) = — e,
V@)= 3 e
n=—N
Aquesta funcié de variable real que pren valors complexos, de fet pren valors reals. En
efecte, per una banda, desenvolupant les exponencials en termes del sinus i cosinus tenim:

R 1 1Y
Dy(z) e = o0t > cos(naz). (1)
n=1

:§n77

Per altra banda, observeu que Dy (z) esta expressat en termes d’una suma geometrica (i després
recordant la formula del sinus en termes d’exponecials) que pot desenvolupar-se per obtenir

1 ei(N+Dz—e V" _ Lsin((N+1/2)z)

2r e —1 27 sin(%).

(2)

Aquesta grafica, a mesura que N augmenta, el que fa es que es concentra cada vegada més al
voltant de z = 0. Aquf la dibuixem per N = 15:

5

- 3noon V_EU‘} U\ﬁv ® 3non
4 2 4 1 4 2 4

Per tant, es pot dir que és un model d’una funcié continua que aproxima (cada cop millor)
una funcié que es concentra en un punt (pels que ho hagueu vist en enginyeria: la delta de Dirac
és el “limit” en un cert sentit que no veurem en aquest curs d’aquesta successié de funcions).

Dues propietats importants que usarem del nucli de Dirichlet sén les segiients:

1. Usant la identitat tenim que

0 1

Dy(z)dx = /OTr Dy(z)dx = 3 (3)

—T

Aixod és cert perque les intergrals del cosinus en I'expressié (1) valen totes 0.



2. SC}V(x) és pot expressar en termes de f i de Dy(z) de la seglient forma. En el calcul
que farem és especialment important pensar no en f definida en [—m, 7], perd en la seva
extensio a tot R. Si recordem que ¢, = % f:r f(z)e " dx, aleshores,

SCY (z Z cne'™ ( / f(z Wdz>

n=—N —

Fent ara n = —m i reescribint-ho en termes d’aquest canvi de notacié, aixi com intercan-
viant la suma finita amb 'integral, tenim que 'anterior és igual a

N

N
1 4 _ , ) i |
s 2, ([ gema) o= 3 [ e
i . T ),

m=—N

Z fx—i—u) mu du,

m=—N

on en 'iltima igualtat hem fet el canvi de variables z—x = w i I'integral 'estem considerant
sobre I'extensid periodica de f a tot R. Finalment, si ara intercanviem de nou el sumatori i
I'integral, arribem a la segiient relacid, que sera el punt de partida de la prova del teorema
de Dirichlet.

™

SC}V(QJ): 3 f(z+u)Dy(u) du. (4)

Ara ja tenim tots els ingredients per a poder passar a demostrar el teorema de Dirichlet.
Anem-ho a veure. Com veurem, caldra usar en un cert moment que la derivada de f també és
una funcié continua a trossos.

Comencem: el que farem sera comparar, per un z donat, SC’}V(x) = 2(f@®) + f(z7)).
Anem-ho a desenvolupar en termes del nucli de Dirichlet. Aixi:

0
=/ (f(z+y) — f@)D ()dy+/0<f<x+y>—f< Y)Dx()dy.  (5)

—T

Ara volem juntar aquestes dues integrals. Per a fer-ho, definim la segiient funcié:

9(y) = { Pt y e [-m0),
= i
Loty € (0,7).
Anem a estudiar com cal definir g en y = 0. En aquest punt ¢g(y) no esta definida, perd podem
calcular els limits laterals (i per tant associar-li un valor a g(0) per tal que estigui definida en
aquest punt). Usant el teorema de ’'Hépital (si no us conveng, podeu fer-ho per la part real i
part imaginaria per separat...), obtenim que

lim g(y) = —if'(«™), lim g(y) = —if'(z7).

y—0t y—0—
Observeu que ambdos limits f'(z%) i f/(z~) existeixen perqué f € PS[—m, x|, i per tant g €
PC[—m, w]. En particular, aqui només estem usant que els limits laterals de f’ existeixen, i no

estem avaluant la funcié f’ en els seus punts de discontinuitat.
N ., W(N+1)y—e NV
Tornem ara al calcul que estavem fent. Recordant I'expressié de Dy (y) = 5= “—————)

27 ey —1
tenim que s’escriu com
1 [T , .
o | @)Y — T ) dy,

Anem ara a usar que g(y) (al ser una funcié continua a trossos) admet una série de Fourier
complexa. Denotem per C,, = % ffﬂ g(y)e~ ™Y dy. Aleshores, esta clar

)+ f(z™ T ; i —— =
SC}V(JC) _ % =...= SCf 5 / g(y)(ez(N—H)y —e Ny) =C_(n+1) — Cw.



Com concloem ara? Usarem la desigualtat de Bessel: el que ens deia és que la suma al quadrat
dels coeficients de la série de Fourier (complexa o trigonometrica) esta fitada per || f||3, i en
particular, els coeficients tendeixen a 0. Per tant, el que estem dient en aquest cas és que
limN@ = 0. I aix0 ens demostra que limy C’:ﬂl) — 6’; = 0. Per tant, donat ¢ > 0
existeix un Ny prou gran tal que si N > Ny es compleix que

fah) + f@7)

5 <e,

SCN (x) -

N _
és %, tal i com volfem veure. O

d’on deduim que el limit puntual de SC}V (x)

En la propera lligd aplicarem aquest resultat en diversos contextos. En particular, veurem
que podem dir per les derivades d’una funcié (sempre que existeixin).



Llicé 5: Conseqiiencies del teorema de Dirichlet.

Recordeu que en la lligé anterior hem demostrat el resultat més important del capitol: el teorema
de Dirichlet. Aquest teorema ens diu cap a on convergeix la successié de punts {SC}V () }n>1
per un x donat i f sent una funcié suau definida en l'interval [—m, 7]:

Teorema 3 (Teorema de Dirichlet). Sigui f € PS[—m,x]. Considerem la seva corresponent
extensid periodica a tot R (que per abis de notacid també denotarem per f). Considerem
aleshores {SC}V}NZL Aleshores, per tot © € R,

li SO () = 5 (@) + 1),

on f(zT) i f(z™) sén els limits laterals de f quan la variable s’apropa a x per la dreta i per
l’esquerra, respectivament.

El que veurem en aquesta lligé es que podrem usar aquest resultat (que ens afirma con-
vergencia puntual cap a f si aquesta és de fet continua) per deduir-ne molts d’altres relatius
a funcions associades a f. En tota la deducci6 treballarem novament amb l’idea que ja hem
gastat en el passat de confondre una funcié amb la seva extensié periodica.

Derivada de f: Anem a veure com és comporta la série de Fourier de la derivada d’una
funcié donada.

Lema 3. Sigui f una funcid continua, f € PS|—m,m] amb f(m) = f(—m). Siguin {an,, bp}tn>0 i
{cn}tnez els coeficients de la série de Fourier trigonomeétrica ¢ complezxa, respectivament. Sigui
{al,, b}, }n>0, {c, }nez els coeficients de la série de Fourier trigonométrica i complexa de f' €
PCl—m,m]. Aleshores,

= incy,.

/ / /
a,, = nby, b, = —nay,, c,

Demostracio. Essencialment el que ens esta dient aquest lema es que podem derivar terme a
terme la serie de Fourier, i que la serie resultant sera la serie de Fourier de la funcié derivada.

La prova és una simple integracié per parts. Farem el calcul per les ¢,,, pero per les a,, i les
b, es fa exactament igual. Calculem c), :

, Lo, Cine .. [ u=eT"" = du = (—in)e”"®
Cn_ﬂ/,ﬂf(m)e dx—{ fl(x)de = dv— f(x) =v }
= 5 (F@e™ = femen) + & [ flaye da,

i aix0 és igual a inc,, perque el primer terme s’anul-la (f(7) = f(—m)) i el segon és inc,. El
resultat per les a,, i b, surt traien part real i part imaginaria, o fent el calcul directament amb
els sinus i cosinus. O

Observation 1. Aqui hi ha una observacié molt important que vull remarcar: s de la conti-
nuitat. Quan realitzem la integral indicada de f'(x), al realitzar Uintegracid per parts cal triar
una primitiva de la mateixa. Fizeu-vos que si no assumim que f és continua no sabem quina
primitiva cal triar. Aizo és degut a les discontinuitats de salt.

La qiiestio, pero, és molt més subtil. Per a mirar-ho, veguem un exemple concret. Conside-
rem la funcié f(z) definida en [—m, 7] com f(z) =1 si|z| <1, i 0 altrament. Es clar que té
una discontinuitat de salt en els punts x = +1. Es una funcid continua a trossos i que compleix
que ' wval 0 en tots els punts on té sentit preguntar-se per f' (no estem dient res de f'(1) i
f'(=1)). En particular NO és continua i f' (on estd definida) val 0.

Calculem els coeficients de la série de Fourier complexa de f. Pern # 0,

1 1

™ . 1 1 i 1 —inx
Cp = — f(x)e™™ " dx = —/ e "dr = c

Ton ). o7 ), 2 —in |_,

1 aquest terme és igual i) per altra banda, si n = 0, lintegral val % En particular, és

clar que Y, cq okl < 400. Qué passa ara amb f'? Si el teorema anterior fos cert i f' fos
continua a trossos en el sentit estricte de la paraula la seva serie de Fourier hauria de tenir



tots els coeficients iguals a 0, i per tant, no lliga amb el que acabem de demostrar. Quin és
el problema? La qiiestid és que f' no és identicament igual a 0 a tot arreu, ¢ se li pot donar
un significat en el context de la teoria de distribucions. Veguem-ho. Per a fer-ho calculem la
seglient integral on g és qualsevol funcié derivable en (—m, ) per la qual g(7) = g(—n). Fent
integracio per parts obtenim:

™ T 1
[ r@e@do = (F@e@ - [ f@@ == [ g@ds =) - g(-1),

que €és, en general diferent de 0.

Resumint: en realitat, si f és una funcio suau, la seva funcid derivada en realitat no té
perque existir en el sentit de funcid, tot i que nosaltres estem fent ’abus de prendre-ho com un
objecte que té sentit puntual en tots els punts de continuitat de f. Ara bé, desde el punt de vista
de les integrals, la manera com actua una tal funcio és molt diferent, tal i com estem observant
en aquest exemple. Per tant, si f és una funcid suau:

e Podem usar f' si volem calcular limits laterals, tal i com hem usat en la prova del teorema

de Dirichlet.

e Desde el punt de vista de les séries de Fourier, la série de Fourier de f' té coeficients cl,
tal © com esta descrit en el teorema (encara que f no sigui continua). Ara bé, f' NO és
una funcio en el sentit estricte, €s el que s’anomena una distribucio. En particular, de

) . . . X . 2
lexemple anterior veiem que no té perqué ser cert aqui que ),y |cx|* < 0o,

El problema técnic ve doncs de “derivar en una discontinuitat evitable”. Si aixo no passa
tot funciona bé, altrament temim un problema amb la funcid derivada sempre que es consideri
dins d’una integral.

En el segiient punt si que 'usarem per tal d’assegurar que f’ € PS[—, 7] i poder assegurar
convergencia puntual:

Teorema 4. Sigui f € PS[—7, 7] tal que la seva extensid periodica és continua a tot R. Suposem
que f' € PS[—m,7]. Aleshores, per tot x € R,

1 _
@) + f'(@7)) = Sp(w) = SCp (@),
on Spi(x) =Y, 5, nby cos(nz) — nay sin(nx), SCp(x) = 3, oy ikcre™ . A més a més, aquest
terme és igual a f'(x) si f' és continua.

Demostracio. Basta aplicar el lema anterior en quant al calcul dels coeficients i el teorema de
Dirichlet en quant a la convergencia puntual. O

Observeu que efectivament en aquest teorema no ens calia que la funcié f’ fos continua,
Unicament que si aixd no és aixi no podem afirmar convergencia puntual llevat dels punts de
continuitat de f’. A més a més, és necessaria la condicié f' € PS[—m, x| per a poder afirmar
que podem aplicar el teorema de Dirichlet.

Si ara iterem aquest resultat k vegades, obtenim la segiient conclusio:

Teorema 5. Sigui f € PS[—m, 7| amb la seva corresponent extensid periodica. Supossem a més
que f € CF~Y(R), i f*=1) € PS(R). Considerem les séries de Fourier trigonométrica i complexa
de f, amb coeficients {an,bn}n>0, {ck}rez. Aleshores les sumes

2k 2 2k ;2 2%k . |2
gnan,gnbmgn\cn\

n>1 n>1 ne”Z
son convergents. En particular, lim, nka, = lim, n*b, = lim, nfc, = 0.

Demostracié. Iterant el teorema anterior k — 1 vegades trobem que els coeficients de la série
de Fourier de f*=Y sén {+nFa,, +nkb, b es1 1 {£ifnFe, ez, que tenen modul com s’indica a
les sumes anteriors. Ara de nou, per la desigualtat de Bessel aquestes sumes sén fitades per
|l£%=V |3, d’on tenim que sén convergents. La segona part (el limit dels coeficients) és clarament
0 per ser sumes convergents. O



Modes de convergéncia de la serie de Fourier: ja hem vist que sota I'hipotesis de que
f € PS[—m, w| podem afirmar que les série de Fourier convergeixen puntualment cap a f en tots
els punts de continuitat de f, i que el limit és (f(z™) + f(27)) si f no és continua en x.

Ara anirem una mica més enlla per a veure que passa si f és continua arreu. El segiient
teorema el segon important del capitol) ens afirma que la convergencia de la série de Fourier

no només és puntual, sino que és uniforme en tot R.

Teorema 6 (Convergencia uniforme de la serie de Fourier per a funcions continues). Sigui f €
PS|—m, m] tal que la seva extensid periodica a R és continua. Aleshores {SC}V}Nzl convergeix
absolutament i uniformement en R cap a f.

Demostracio. Farem la prova per la serie de Fourier complexa, pero el mateix tipus d’argument
es pot fer per la serie de Fourier trigonometrica. Ja sabem que sota aquestes hipotesis de
continuitat, pel teorema de Dirichlet, per tot x real {S C’}V (z)}n>1 convergeix puntualment cap
a f(z).

Anem a veure que ens cal per a demostrar el que ens demanen. Observeu que

Z cpettr| < Z lex|.

kEZ keZ

[SCs ()] =

Per tant, si aconseguim demostrar que  , -, [cn| < 0o (recordeu que aixo ho sabem per la suma
dels quadrats!) tindrem que:

1. La convergencia és absoluta, ja que la suma de valors absoluts és fitada.
2. Calculem la norma del suprem a tot R:

ISCF = Flleo = sup|SC (2) ~ f ) D max 150N (@)~ 7 (@)

z€[—m,m

@ nax |SC}V(J:)—SCf(x)|: max Z cpettr| < Z ex],

z€[—m,m] z€[—m,m]
[k]>N+1 [k|>N+1

on hem usat en (1) que totes les funcions sén periddiques de periode 27 i en (2) hem usat
que puntualment f i SCy(z) no les podem distingir. Aixo doncs, si la suma ), _, |c,| <
oo, aleshores la suma de les cues tendeix a 0 i per tant, donat £ > 0 podem trobar un Ny
tal que si N > No, es t¢ que 37 5 vy || <&, d’on deduim que HSC’}V — fll <e.

Per tant, I'objectiu del teorema és demostrar que ), _, [c,| < oo.

L’observacié important és que NOMES usant que > pez lenl? < 0o (Bessel) no ens en sor-
tirem: hi han successions de nombres (com Aj = 1) que compleixen que la suma dels seus
quadrats és convergent, pero no la suma ella mateixa. Per tant, ens caldra alguna cosa més.

Considerem a tal efecte f’, que sabem que esta definida (llevat de punts de discontinuitat,
on aquestes sén de salt). Segons hem vist, els coeficients de la serie de Fourier complexa ¢, sén
iguals a ikcy, i aplicant de nou Bessel aqui tenim que Y, ., [¢}|*

Dol =Y Kl < oo
kEZ kEZ

Aixo ens déna més informacié sobre els coeficients de Fourier de f. En efecte:

1/2 1/2
AR 1 / 2 /
el = e+ D Tk < e+ | D = DA
|kI<N |k|<N k0 |k|<N k0 |E|< N k0
1/2
< c(zw) = K,
kEZ

on C' és una constant fixa que depén de la suma infinita Y, 7.



Fixeu-vos que (3, |c§€|2)1/ ? també és finita perque els coeficients ¢}, venen de la serie de
Fourier de f’, i podem de nou aplicar Bessel per fitar la suma per || f||2. Per tant, com aquesta
fita que hem trobat (K) es valida per tota tria de N, tenim finalment que

lim D> el € K < o,
k|<N

que és el que voliem veure. O

Aquest resultat té conseqiiencies importants. Com ja sabem la convergencia uniforme impli-
ca la convergencia en mitjana quadratica. Per tant, no només tindrem la desigualtat de Bessel,
sino que tindrem (sempre que f sigui continua i f € PS[—m, 7]) la identitat de Parseval.

Que passa per les funcions que sén suaus, perd no continues? Aqui podem usar el que
acabem de demostrar per a veure el segiient:

Teorema 7. Sigui f € PS[—m,w|. Aleshores limy ||f — SO}V”Q = 0, ¢ per tant tenim con-
vergéncia quadratica de la série de Fourier cap a f.

Fixeu-vos que aqui no podem usar en general que ), . [ck| < 0o, ja que és possible que
f/ no sigui una funcié en el sentit que estem tractant (veure l'observacié anterior). Per a tenir
aquesta condicié ens cal una condicié de regularitat més fortes de cara a f’.

Demostracié. La prova és intuitiva, i donem només l'idea de fons. Suposarem que només hi
ha una discontinuitat en el punt —7 < a < 7 (si n’hi haguessin més raonariem igual) Anem a
supossar que a no és igual a +m (ja que si ho sén, de fet no influeixen en I'integral corresponent
a la norma 2). Sabem que en aquestes condicions el teorema de Dirichlet ens diu que, per cada
punt z en [—m, x|, SCf(x) val f(z), llevat del punt & = a, on valen diferent. En particualr,
SC¢(z) és integrable Riemann perque f ho és. Aix0 ens diu que || f — SC}||2 = 0, ja que estem
integrant dues funcions identiques i que només difereixen en x = a.
Aleshores, tenim que, usant S C’}V i la desigualtat triangular:

1/2

If = SCYll2 < |If = SCslla + ISCY = SCylla = |SCF = SCylla = | Y |exl :
[k|>N—+1

i aquesta suma és la cua de la suma Z\MGZ lex|?, que és finita per la desigualtat de Bessel. Per
tant, podem prendre N prou gran de tal forma que aixo sigui més petit que &, que és el que
voliem demostrar. O

Tornarem a aquest teorema més endvant en un context més general, en el marc de 'anomenat
teorema de Riesz-Fischer.
Com a conseqiiencia de I'anterior tenim el segiient:

Teorema 8 (Identitat de Parseval, v2). Sigui f € PS[—m,7|. Aleshores

™ (12
1913 = [ 1f@Pde=2n Y jeu = [ 2+ 30 ak 4

keZ n>1

Demostracis. El resultat és facil, perqueé quan f € PS[—, 7] i continua en la seva extensié a R
hem vist que hi ha convergencia quadratica, que era I'ingredient que faltava a la desigualtat de
Bessel per a poder afirmar 'identitat de Parseval. O

Amb aix0 acabem el capitol 3. Falten pero, diverses coses per les que no tenim encara
resposta.

e Hem vist que 'espai de funcions continues respecte a la norma quadratica no és complet
(tenim successions de Cauchy que no tenen limit una funcié continua). Quin és aquest
espai on hi podem ficar la norma quadratica i ’espai sigui complet?

e Per a demostrar, en el cas de funcions continues i suaus, que hi ha convergencia quadratica,
hem usat de fet resultats més forts, com la convergéncia uniforme. Aixo ens ha permes do-
nar I'identitat de Parseval en aquest context. Que podem dir de la convergéncia quadratica
quan eliminem la condicié de continuitat? Que ens cal realment per a poder afirmar con-
vergencia quadratica?



e Hem vist que la convergencia quadratica, junt amb Bessel implica Parseval. Pero, de fet,
el que veurem també és que Parseval implica convergencia quadratica.

Aquestes dues preguntes, i més que vindran seguidament requeriran de generalitzar la nocié
d’integral a un espai de funcions més general que el de les integrables Riemann. Aix0 ens
portara a I'ilima part del curs: el desenvolupament d’una teoria d’integracié més genreal que
I'integracié de Riemann: I'anomenada integracié de Lebesgue i la teoria de la mesura.



