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4 ;Z PESCANDO PLATELMINTOS
Golieisis del Frof Rafool Ramivez.

1. ENUNCIADO DEL PROBLEMA

Un cientifico tiene una muestra de liquido que contiene varias especies diferentes de “platelmintos
fototrépicos” que siempre nadan en direccién a la luz més cercana. Se sabe que cada especie nada a una
velocidad diferente. Para aislar y extraer la especie que nada a velocidad v, el cientifico coloca el liquido
en un recipiente cilindrico de cristal (una cuba) de radio r. A continuacién, hace girar el recipiente
con velocidad angular w > v/r situdndolo enfrente de una tdnica fuente luminosa. Obviamente, los
platelmintos nadan en direccién a la luz, en contra del sentido de giro del liquido.

El cientifico espera que los platelmintos que busca se acumulen en un cierto punto (zo,yo) del
recipiente cuando t — co (el expérimento se inicia con ¢ = 0), de modo que puedan ser extraidos de la
cuba con una simple cucharilla. Queremos ver que existe ese punto de acumulacién (o atractor global).

2. DESARROLLO DEL PROBLEMA

Trabajando en coordenadas cartesianas (z,y) y situando la fuente luminosa en el punto (r,0), las
ecuaciones del movimiento de los platelmintos son

L _ v(r—zx)
z flz,v) wy + \/G‘_W
) A

YT Ve

El término (—wy,wx) proviene de la rotacién en sentido anti-horario de la cuba. El término _ﬁ(\/’:—:;—z'_—_t;z

7 = g(z,y)

representa. el avance de los platelmintos hacia el punto luminoso.
El punto critico es la solucién del sistema no lineal

w — 'U! T—XIQ !
g0 vV (r—z0)?+y3

wry = et
V (r—z0)2+yd
Dividiendo las dos ecuaciones se obtiene que yo/2o = (r — o) /yo. Asi pues, y3 = 2o(r — o). Elevando

20 N2
al cuadrado la primera ecuacién queda w?y? = (:_—(;’)"2”—3_%5 Usando que y3 = zo(r — Zo), se deduce que

zo = v2/wir Yo = +V/xo(r — xo) = vV/w2r? — v2jur.

La solucién yo = —+/Zo{r — Zo) no es vélida pues la primera ecuacién implica que yo > 0.
La estabilidad del punto (g, %o} se puede determinar por el método de linealizacién. Sea A la matriz
del sistema linealizado entorno el punto (zo,yo). Calculamos las derivadas parciales

y = 8—f(m ) = —y2v _ —mv —v3
= 32 0, Y0 (('r‘ —zo)® + y8)3/2 /2 r — 2o wriVwir? —u2

0 T — Zo)Yov NG v?

b = —i(wo,yo)=—w— ( oo 3/2:_“)_“\3/T?=_w_—_2
oy ((r —zo)2 + yg) r wr
0 T — To)Yov NG v?

¢ = _g(QJO,yO):“-’_ ( b 32 - W 320=w———§-
oz ((r —z0)? + yg) / 73/ wr

Og —(r — zg)?v —uT —zp  —vyVw3r? —?
d = 3_(x°’y0) - 32 372 2 ‘
Y ((r—x0)2+y§) T wr

1
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La traza, el determinante y el discriminante de la matriz A son: § 3;;'7 L5} . &
_ m P 2% Sy
S e E ¢ [y
= — = 2 ‘\ s ks
D = ad—bc=w*>0 - . L <o {(%20\)
A = T2_4D=(1+4w)v —4r?w | S
202 _ 2
Wi LS Np ey 0P

El discriminante pasa de negativo a positivo cuando v cruza el valor v, = 2rw?/v/1 + 4w?. Por tanto
el sistema linealizado es:

= Un foco estable cuando 0 < v < v,. {
= Un nodo impropio estable cuando v = vy. |
= Un nodo propio estable cuando v, << v < wr. i
Por tanto, el punto (zg, %) es un punto critico asintéticamente estable del sistema no lineal para Lt}ldos
los valores de w, r y v tales que v < wr. En particular, (zo,yo) es un atractor local: si el plu{;elm{lnl.o
estd suficientemente cerca, tenderd a dicho punto. Cﬁ
Mediante técnicas un poco més avanzadas de la teorfa cualitativa de ecuaciones diferenciales grdi-
narias en el plano (a saber, el Teorema de Poincaré-Bendixon y el Criterio de Bendixon), se puede
probar que el punto de equilibrio es un atractor global: todas los platelmintos tienden a dicho punto,
sin importar donde estéu. A grandes rasgos, basta comprobar que las trajectorias no pueden acabay en
ningtin otro sitio, pues sélo hay un punto de equilibrio y ¢l sistema no tiene érbitas periddicas:
Nétese que (xq, yo) siempre esté situado sobre la circunferencia de radio r/2 y centro (r/2, 0):

(zo,70) € C ={(z,y) € R?: (z—r/2)% +¢% < 1"2/4} ={(z,y) € R?: y? = x(z — r)}.
Esta circunferencia no depende de las velocidades v y w.

A continuacidn, vamos a utilizar una técnica que vimos al hablar del método de Liapounov, aunque
con un ohjetivo ligeramente diferente. Sea V(x,y) = 1('1'2 + 112) una funcién que mide la distancia del

punto (z,y) al ceniro de la cuba. Su derivada Bemporal V(x, y) = W(x,y) es posiliva (respectivamente,
negativa) si y sélo si el punto (x,y) estd dentro (respectivamente, fuera) de la circunferencia C, ya que

. v (m(r —z) —y® vir?/a=(r/2=2)* —4?
Vi —z)? 442 Vir—z)2+y
Esto significa que cuando el platelminto estd dentro de la circunferencia C' se aleja del centro de la

cuba, mientras que si estd fuera se acerca. En particular, el platelminto no se puede salir de la cuba
(algo intuitivamente obvio, pero que es necesario comprobar para validar el modelo).

3. PREGUNTAS

Existen varios resultados que tratan la dependencia de soluciones de edo’s respecto condiciones
iniciales y pardmetros del sistema. Los mas importantes son los siguientes:

= Las soluciones dependen de forma continua respecto las condiciones iniciales. En nuestro caso,
esto significa que dos platelmintos de la misma especie que empiezan a nadar muy juntos,
siempre estardn muy juntos. Obviamente, si son de especies diferentes pueden alejarse mucho.
= Las soluciones dependen de forma continua respecto los pardmetros del sistema. En nuestro
caso, esto implica que dos platelmintos de especies similares (es decir, que nadan a velocidades
parecidas) tienden a puntos cercanos. En términos maés técnicos, dirfamos que el atractor global
depende continuamente de los pardmetros w y v.
Una vez que sabemos que el alraclor global (o, yo) depende continuamente de los pardmetros del
sistema, tiene sentido que nos preguntemos a qué tiende dicho atractor cuando los platelmintos son muy
répidos: v /" wr y cuando son muy lentos: v \ 0. Es decir, calculad lfm, ~,r (o, yo) y lim,~ 0(zo, yo)-
1, Qué pasaria si v > wr? La intuicién fisica basta para encontrar las respuestas. Las férmulas halladas
reafirman la intuicién.



0.5

-1

0.5

-1

Platelmintos normales (r=1, omega=1, v=0.5)

-1 -0.5 0 0.5 15
Platelmintos muy rapidos (r=1, omega=1, v=0.9)
Ll T 1 T
B cuba — -
foco -----
fin -----
v=09 —
- .l-. Il
1 ] L] 1
-1 -0.5 0 0.5 15

0.5

-1

05

Platelmintos lentos (r=1, omega=1, v=0.25)

Platelmintos rap

0 05

1.5

idos (r=1, omega=1, v=0.75)
T ¥

-1






Fitxer: /tmp/platelmintos.m 4 Pagina 1 de 1

function [xa,yal=platelmintos(r,omega,v,x0,y0,tf) /414{0-(-; 7%0?/;@6,%@/ Pﬂ’?’/’?//}’t’i"

%Comprobamos que el punto dado esta dentro de la cubeta.

if (x072+y0°2)"~(1/2)>=r
disp('No es pot fer,ja que el punt donat es troba fora del recipient');
xa='no existeix';
ya='no existeix';

else
%Con la opcion oded45 encontramos la trayectoria del platelminto (la edo esta
%escrita en un fichero a parte llamado edo.
[t,x]=oded5(@platelmintos_edo, [0 tf],[x0 y0],[],v,r, omega);
%Encontramos el punto pedido por el problema, solucionando el punto critico.
xa=v~2/(omega”2*r);
ya=sqrt(xa*(r-xa));

%Dibujamos el contorno de la cubeta.
cuv=vectorize(inline([' (' num2str(r) '~2-eje™2)"~(1/2)'1));
eje=linspace(-r,r,100);
for j=1:100
yvalor(j)=feval(cuv,eje(j));
end
plot(eje,yvalor,'k")
hold all
axis([-r-1 r+1 -r-1 r+1])
axis equal
axis manual
plot(eje, -yvalor, 'k')
%Marca el punto donde se encuentra la luz.
plot(r,0,'0")
%Con una estrella de cinco puntas marcamos el punto donde dejamos
%sinicialmente los platelminos.
plot(x0,y0, 'p")
%Los platelminos tienden al punto simbolizado por una x.
plot(xa,ya, 'x')
%Con una linia se marca el trayecto que han recorrido.
plot(x(:,1),x(:,2))
sAsignando a la p el numero 1 le decimos al programa que todo punto del que
squeramos saber la trayectoria y que nos lo dibuje tiene que ser
ssclicado con el boton izquierda del raton. Para finalizarlo solo nos
%hace falta apretar una tecla cualquiera o boton que no sea el dicho.
p=1;
while{p==1)
[x0,y0,pl=ginput(1);
%51 por error clicamos fuera de la cubeta, el programa tiene que tener
%sen cuenta que desde ese punto no existe trayectoria.
if (x072+y072)"(1/2)>=r
else
[t,x]=0de45(@platelmintos_edo, [0 tf],[x0 yO],[],v,r,omega);
plot(x(:,1),x(:,2))
end
end
hold off
end

E}Z}\'@Y‘ ./Z'/M/D//b/fré/m}m/as‘ — 65)0,497

%4075//53)//-7 (7} X = /25/(’/477)%#05‘ B QJC) /{/ XV, r, [)447(;;0()
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dx = Zevos 21/) :
/

dx(@)= () x emega x X(2) + (V¥ (=x(0))/ ((+-%(1))'2 + Xz@@) 4(%2)/
Ax &)= amegax x()~(VEX(2))/ ((c-x))'7 + XV/Z)/’Z)/,[//Z))







