Nombres complexos 3

1. Nombres complexos

1.1. Expresseu en forma polar:

1+ V3, (V3+14)°® (V24 V2i)°

-1, (1+4)° G- (3_3v3)

Solucié: En forma exponencial (la polar es dedueix facilment de 'exponencial) queda:
B _1 = 2eT/4
A+i)® = 2v2e3/4
(1+v38i) = 128¢,
(V3+i)” 1)5 — 166i/3
-2 ’
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1.2. (*) Mentre que en corrents continus les magnituds eléctriques (tensid, intensitat,...) sén repre-
sentades per nombres reals, en corrents alterns ho sén per nombres complexos de la forma Me’®.
Sén valides relacions analogues a les Lleis de Kirchoff, emprant ’operacié suma de complexos:

(a) Calculeu el corrent [ =Io+I1 + I

11
-—’_
’io 1

- -

—_———————
io

essent Ip=4, Iy =3e/"3, I, =274,

(b) Calculeu la tensié “fase/fase” Uap = Uany — Upn

A
E#l Uan } Uap
B

E?l Usn
C

j“)l Ucn
N

essent les tensions “fase/neutre” Uay = 120, Upy = 120e727/3
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Solucié:
(a) Per sumar nombres complexes passem de forma exponencial a forma bindmica:

Iy = 4,
I = 3(cos<%)+jusin( )),

T
3
I, = 2 (cos (%) + jusin (%))

Sumem per separat les parts reals i les imaginaries:

- 3‘/§+\/§.

Re = 4+ +— Im = ju
V2 7472

N

En forma exponencial resulta:
I=8em/s,

(b) Com abans, hem de passar de la forma exponencial a la forma bindmica:

Uay = 120,
Usny = —60— jub0V3.

Restem per separat les parts reals i les imaginaries:
Re = 180, Im = ju60V3.

En forma exponencial resulta:
Uag = 8¢um/6,

1.3. (*) En corrents alterns, la relacié analoga a la Llei ’Ohm resulta U = ZI, on ara les magnituds
U (tensid), I (intensitat) i Z (impedancia) s6n nombres complexos.

1
Aix{, per un circuit R—L—C com el de la figura, resulta Zgroc = R+ j (Lw — m)

_4, R

ul —

L

(a) Demostreu que, de forma analoga als corrents continus, per a les connexions en serie i

paral-lel resulta,

1 1 1
Zg =21+ 2y Z_P=71+72
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Za ul Z Z

(b) Calculeu C’ per tal que, en el circuit de la figura, resulti U/I € R

ZRLC

ul@)

(Nota: aquesta condicié és la que maximitza la poténcia activa en el circuit; raoneu que sem-
pre és possible aconseguir-ho mitjangant una C’ adequada, qualsevol que sigui la impedancia
Z inicial)

Solucié:

(a) Connexié en serie (mateixa intensitat):

U1=Z11} U=U;+U,

Uy = Zol U=211+ Z3I

U

— =1+ Z

T 1+ 22

Connexi6 en paral-lel (mateixa tensid):

v=zn | =0t U_ 1
U=2:1 I=Z—+Z— I_i_,_i

1 2 Zl Z2

(b) Utilitzant el trobat a Papartat anterior (connexié en paral-lel d’impedancies):

1
= ———
1 C,w) 1
Zy=Z4zrc =R+ ju <Lw——).
Cuw

La impedancia sera real si, i només si, la seva inversa també ho és. Per tant només cal que

. . . AR 1 1 .
s’iguali a zero la part imaginaria de — + —, obtenint:
Zy  Zy

o WP - PR -G
B (Cw?L —1)?
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1.4. (**) Per a un mecanisme oscil.latori com el de la figura

m
— = " [

SOOONNAY

J

resulta l'equacié diferencial seglient
mi + cz + kz = F(t).
Si la forga aplicada és de la forma F(t) = Fyel“t, resulta z(t) = xq e/@iH¥),

(a) Si representem aquestes magnituds pels fasors F' = Fpel”, z = g ef@+e) | raoneu que
venen relacionats per: F = (k + jwe — mw?)z.

(b) Apliquem-ho per calcular ¢ quan z =2+ j, k =3, we = 2, mw?4.

Solucié:
(a’) -—mwzmu
wCTo
F 90° kz
©
L
(b) E=3(2+7)+2(~1+2j) +4(~2—j) = —4+3j
F —4 j
p = arg z = arg — :;J = arg (—1+ 2j) = — arctan 2.

1.5. Calculeu les arrels de 'equacié 22 — (1 +i)z +4 = 0.

14t/ 102 & 1+ityTEH 14ik (=143 A
; - =

Solucié: z =

2 2 Ng
1.6. Calculeu:

Vi, 1-Vi e_i%(l—(l+z')3) (A+9 (1+v3i)3 — (1 — V3i)?
bl ? ) (1+\/§’i)50,
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(g

1.8.

1.9.

1.10.

Solucié: Els resultats expressats en forma binomial sén:

Vi= :I:(\/§/2+i\/§/2),
1-¥1 = 1-v3/2-1i/2, 1+V3/2-1/2, 1+,
e (1-(1+1)%) = 3_2*/3—“3‘/51,

2 2
(1+i)100
T2 - = 1/2+iV3/2,

.
(1481 = (1-v3)" = o

(**) Durant més de la meitat del S.XX, el preu de la carn de tocino als USA va experimentar
variacions cicliques quadrianuals (corresponents a 8 cicles semestrals de produccié) d’amplitud
constant, generant grans distorsions economiques als productors. Un model matematic per
explicar-ho (i intentar corregir-ho), basat en la hipotesi de que els productors utilitzen com
preu de referéncia per a les seves produccions la mitjana de les darreres 5 temporades, condueix
a que el preu en la temporada k ve donat per

P(k)=z G, k=1,2,...
i
on A; sén les arrels complexes del polinomi
t6+—§—(t4+t3+t3+t+1) =0
essent « un parametre susceptible de ser regulat mitjancant politiques adequades

(a) Verifiqueu que, efectivament, les arrels A; de modul 1 generen oscil-lacions quadrianuals.

(b) Determineu el valor de o per al qual apareixen aquestes solucions.
Nota: la politica economica ha de procurar, doncs, evitar aquests valors de «.

14 2a2
Trobeu a € R per tal que 1+ ;ZGR.
—3i

Solucié: a = —3/2.

(a) Si 21, 22,23, 24 S6n les arrels quartes de 1, calculeu la seva suma 2 + 22 + 23 + 24.

(b) En general, calculeu la suma de les n arrels n-ésimes d’un complex qualsevol z € C.
Solucié: Sumen 0, peratot z€ CineN.

(a) Si 21,22, 23,24 s6n les arrels quartes de z € C, calculeu el seu producte z; - 23 - 23 - 24.

(b) En general, calculeu el producte de les n arrels n-ésimes d’un complex qualsevol z € C.
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1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

Solucié:

(b) z1...2p = (=1)"" 2.

Trobeu z € C tal que Z = 25.
Solucié: El zero i les sis arrels sisenes de la unitat. Es a dir, z=01i2z=¢e*"/3 amb k = 0,...,5.
Si 21,...,28 € C s6n les arrels vuitenes de 1, calculeu quan val z;+...+z23.

Solucié: La suma ddéna zero. De fet, la suma de les n arrels n-enésimes d’un niimero complex
sempre dona zero.

(opt) Descriviu geométricament el conjunt dels nombres complexos que satisfan
(z —%)? = i?)2|2.

Solucié: Un ntmero complex z compleix equacié (z—2)? = 1222 si i només si Rz = +/3Im 2.
Obtenim per tant el parell de rectes que passen per l'origen i formen un angle de 7/6 radians
(és a dir, trenta graus) amb Deix real.

(opt) Trobeu z € C tal que formi, junt amb 1+ 2¢, 2 — 3¢ un triangle equilater.

Soluci6: Hi ha dues solucions:

L3453 1-v8. 3-5/3 1+4V3

2 2 2 2

(opt) Quins nombres complexos hi ha tals que ells amb la seva suma i el seu producte formin un
quadrat?

Solucié: Hi ha dues solucions. La primera esta formada pels nimeros 2 i 1+1i. La segona esta
formada pels nimeros 2 i 1 —1.

(opt) Si A = (3,2) i C = (1,4) s6én dos veértexs oposats d’un rombus, trobeu els altres dos
vertexs, sabent que la diagonal BD és doble que la AC.

Solucié: B = (4,5) i D =(0,1).

(opt) Un triangle té vértexs A = (0,0), B = (3,1). Trobeu el tercer vertex C sabent que
ey — —

BAC = e ique | AC |=2 | AB||.

Solucié: Hi ha dues solucions: C = 2v/2(1+2i) i C = 2/2(2 —1i).

(opt) Trobeu un nombre complex tal que ell i les seves tres arrels cibiques formin un rombe.

Solucié: Hi ha dues solucions: z = +2+/2i.
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