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10. EDO’S lmeals i sistemes lineals a coeficients constants ‘

(10A) EDO'’s lineals amb coeficients constants.

10.1. Resoleu: |

(a) y" —8y=0.
(b) y® +8y" + 16y’ = 0.
(c) y® —y=0.

Solucié:

(a) yn(t) = cie? + et (cz cos(\/ﬁt) + c3 sin(\/gt)) . I
(b) wn(t) = c1 + c2 cos(2t) + cgsin(2t) + cqt cos(2t) + cstsin(21).
(c) yn(t) = c1e’ + cae™ t 4 c3cost+cysint + |

e!/V2 (c5 cos(t/v2) + ¢ Sm(t/\/_ )) + 67V (e7 cos(t/V2) + casin(t/V2)).
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10.2. Resoleu:

(a) 2y +2y +3y=t2+2t+1
(b) y"+ 3y —4y =sin2t
(c) y"+4y =sin2¢
(d) y" — 2" — by + 6y = e,
(e) yv" +2y" + 9y + 18y = 13e™%.
(f) ¥" —2y" —y' + 2y = cost.
© ¥ -y =t
Solucié
(a) yg(t) =e7¥2(c1 cos(\/_t/2) + co sin(\/_t/2)) - 217 + 2t + 112
(b) yg(t) = cre? + coe™ — 3 cos 2t — & sin 2t.
(c) yg(t) = (c1 —t/4)cos 2t + cosin2t.
(d) yg(t) c1et + cpedt 4 cze + 118 e¥t.
(e) yg(t) = (c1+t)e " + cocos 3t 4 c3sin 3t.
(f) yg(t) = cre? + coe™ + c3e® + % cost — 75 sint.
(8) ye(t) = c1 + coe® + cze™ + €f (12 — 3t) /4.
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10.3. Resoleu: |

(a) y" — 4y = cos’t, y(0) =¢'(0) =0, ¥'(0) = 1.
(b) v’ +2y +y=te”?, y(0) =1, ¥'(0) = 2.

Solucié:
(a) y(t) = -7 — st + He? + Fe % — Lsin2t. Hemos usado que 2cos?t = 1 + cos2t.
(b) y(t) =e7*(1+ 3t +13/6).
Aolucd .

(4) gflii~ 4/;{" = 08t b Ao ¢ ; 4lo) :y’(o) L b, g”(o) Iy
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10.4. Usar el comando dsolve de MATLAB para resolver simbélicamente los problemas: 1€

(a) ¥y —y" + o —y = telsint.
(b) 2y — 7y + 124" + 8y" = 0, y(0) = /(0) = y"(0) = 0, y"(0) = yD(0) = 1.

(a) El comando dsolve(’D3y-D2y+Dy-y=t*eyp(t)*sin(t)’) da la solucién general
Yg(t) = c1e’ + cacost + czsint — et (8 cost + 5t cost — 19sint 4 10t sint) /25.
(b) Obtenemos la solucidn y(t) = 19/16 — 5t/8 — 48e*/2/41 + e (24 sin(2t) — 11 cos(2t)) /656 con los
comandos

>> edo=’2*Dby-7+D4y+12%D3y+8+D2y=0" ;
>> ¢i=’y(0)=0,Dy(0)=0,D2y(0)=0,D3y(0)=1,D4y(0)=1";
>> dsolve(edo,ci)

10.5. Tenemos una EDO lineal homogénea a coeficientes constantes cuyo polinomio caracteristico es
P(m) = (m? — 4)(m? + 9)(m® + 2m + 2)m

(a) (De qué dimensién es el subespacio vectorial formado por todas sus soluciones? Escribir la

solucién general de la ecuacién.

(b) (De qué dimensién es el subespacio vectorial formado por todas sus soluciones periddicas?
., Qué periodo tienen?

(c) ;De qué dimensién es el subespacio vectorial formado por todas las soluciones que tienden
a cero cuando ¢t — +00? ;Y cuando t — —o00? ;Y cuando t — +o0?

Solucié: La EDO tiene orden siete, pues gr[P(m)] = 7.

(a) Siete. yg(t) = c1€® + coe™2 + c3cos(3t) + cqsin(3t) + e~*(cs cost + cg sint) + c7.

(b) Tres, pues necesitamos que ¢; = ¢co = ¢5 = cg = 0. El periodo es T = 27/3.

7

i

= =11

/

(c) Tres, pues necesitamos que ¢; = c3 = ¢4 = ¢7 = 0. Uno, pues ¢; es la tnica constante que
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10.6. Probar que la EDO 3" —y = cost tiene una tnica solucién periédica. Calcularla.

Solucié: La solucién general de la EDO es
Y (1) = yn(t) + yp(t) = cret + 72 (ca cos v/3t/2 + c3sin V/3t/2) — (cost + sint)/2.
Tomando ¢; = cg = c3 = 0, queda que y(t) = —(cost +sint)/2 es la dnica solucién periddica.
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0.7. (opt.) Consideramos la EDO lineal no homogénea y® — y = 45 sin(2t).

(a) Calcular su solucién general.

(b) Si y(t) es su solucién determinada por las condiciones iniciales y(0) = ¢'(0) = y"(0) =
y"(0) = 0, jcudl es el menor valor de n > 4 tal que y™ (0) # 0?7 ;Qué valor tiene esa
primera derivada no nula?

(c) Calcular todas sus soluciones periédicas. ;Tienen el mismo periodo? En caso afirmativo,
dar el periodo comin. En caso negativo, dar el periodo de cada solucién.

Solucidg:

(8) yg(t) = c1€’ + coe™t 4+ c3cost + casint + 3 sin(2t), con ¢y, ¢, c3,c4 € R libres.
(b) y™®(t) = 45sin(2t) + y(t), luego y@ (0) = 04 y(0) = 0. Derivando la expresién anterior,
vemos que y(®)(t) = 90 cos(2t) + ¢/(t), luego ) (0) = 90 + y'(0) = 90 # 0.

(c) Las frecuencias w; = 1 y w2 = 2 son resonantes, luego tomando ¢; = ¢y = 0, queda
y(t) = czcost + cysint + 3sin(2t), con cz,cs € R libres. que son todas las soluciones
periddicas de la EDO. La solucién particular y,(t) = 3sin(2t) tiene periodo Ty = 21 jwe =T,
todas las demés tienen periodo T = m.c.m. [27r/w1, 27 /wy] = m.c.m.[2m, 7] = 2.
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10.8. (*) (Desintegracién radioactiva) La desintegracién de una particula inestable (esto es, radioac-
tiva) es un proceso aleatorio que no puede ser predecido, pero se sabe que esta desintegracién es
igualmente probable en todos los instantes. Por tanto, dada una muestra de un isétopo radioac-
tivo, el nimero de desintegraciones en un momento dado es proporcional al nimero de dtomos
radioactivos existentes en ese momento.

Sea M la constante de proporcionalidad, que recibe el nombre de constante de desintegracion.
Plantear la ecuacién que cumple el nimero de dtomos N (t).

La semivida t1/o es el tiempo que debe transcurrir para que se desintegren la mitad de los 4&tomos
iniciales. Relacionar t1/9 y A.

En el enlace http://www.walter-fendt.de/phlds/lawdecay_s .htm se puede visualizar este
fenémeno mediante un applet de JAVA.

Solucié: La ecuacién es N’ = —AN y su solucién general es N(t) = Noe™*, siendo Ny el
nimero de dtomos iniciales. Las relacién es Aty = In2.
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10.9. (*) (Datacién por Carbono-14) Una muestra de carbén de la cueva de Lascaux daba, en 1950, una
media de 0.97 desintegraciones de “C por minuto y gramo, mientras que en &rboles vivos suele
ser de 6.68. Estimar la fecha en que se hicieron las pinturas rupestres de Lascaux. La semivida
del C es (aproximadamente) de 573040 afios.

Solucié: La fecha aproximada es 5730(In 6.68 — In0.97)/In 2 = 15951 afios antes de 1950. Es
decir, unos 14000 afios A.C.
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10.10. (*) (Airbus A380) El avién de transporte de pasajeros Airbus A380 tiene un peso en vacio de
276. 8 toneladas _su carga tipica es de 66.4 toneladas y puede despegar con hasta 248 toneladas

de combustlble Cuando alcanza su velocidad de crucero (900 kilémetros por hora), consume 2\8
kilogramos de combustible por tonelada de peso y hora. Suponiendo que siempre debe quedar
una reserva de 30 toneladas de combustible para el despegue, aterrizaje y por seguridad, jcuél
es su rango de vuelo méximo con la carga tipica?

Solucié: Sea Py = 276.8 + 66.4 = 343.2 el peso en vacio més la carga tipica y ¢y = 248. Sean
c(t) y P(t) = Po+ c(t) el peso del combustible y el peso del avién en el instante ¢. Entonces,
P’ = —0.028P, luego P(t) = P(0)e™%928 y asi ¢(t) = P(t) — Py = (Py + co)e™ %028 _ py.
Finalmente, la solucién de la ecuacién c¢(t«) = 30 es t, ~ 16.43 horas y el rango de vuelo es
e = 900¢, ~ 14787 kilémetros.
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10.11. (*) (Modelo de Malthus) Sea z(t) el tamafio de una poblacién aislada que dispone de recursos y
alimento ilimitados. El modelo de Malthus consiste en suponer que el ritmo de crecimiento de la
poblacién es, en cada instante, proporcional al tamafio de la poblacién. Sea k > 0 la constante
de proporcionalidad. Escribir y resolver la ecuacién diferencial resultante.

Supongamos que z(1800) = 0.978 x 10° y x(1900) = 1.65 x 10°, ;Cuénto vale (2000)?

Solucié: La ecuacién es z' = kx y su solucién general es x(t) = z¢e*, siendo o la poblacién
inicial. La prediccién es £(2000) = 2.78 x 10°, aunque la poblacién mundial en 2000 fue ~ 6 x 10°.

MM{O' i

X' ko |le ik o | 1 L L] (f)

Qolucie do LEDO lincal ﬁfi?;rf_&fg}wd (1)
z [B 3 ﬁﬁt
on A = 3”[9) ' f)o[%&b" a //fjaac’ﬂ W/aa/ l[ =0, Cm*w

h’/o"ﬂo
X(10o0) = o = 01N /,x,wymf/ yfmﬂfofr,

x (1900) = 2, J‘?’”_ 1%510° < /%A 00/7 9//;? c‘)+/f 745,

~

C

19 4 [ [ | NN
e L 265, a6 j_“*’““%i_ T
700" grrme ! ENENE

i Morts r(d) = 1% 70( )m | j | \
‘97
gmm( / ?W,[ oin //4 fn//kgw rut / /mg -?aov A gons ed /m:ué[ Ae. M%/%Azxj

Aeatd.

: be-eh
x @ty = 17650107 165 | 158" 4od v 27210,
013 T 0'97e

4726/7ZZL2€ gae é /}0{/{’:{440{ Mg 2006 ata dims 4ooo x,&z-r-fzgfﬁﬂd d falitan 3,1
a dida doni ) 2077 ;41 hem /y:,.//x/m/f i 000 midisnsee D




e

26

10.12. (*) (Principio de Arquimedes & Eliminacién de pardmetros fisicos) Una caja de altura h¢j y densidad
d flota en aguas tranquilas con pequefias oscilaciones. Sea h(t) la altura sumergida en el instante
t y heq la altura sumergida en la posicidn de equilibrio. Cacular heq. Determinar, despreciando

los términos de friccién, la ecuacién diferencial que cumple h(t). Idem para la funcién x(t)
Idem para la funcién y(s)

h(t) — heq.

= z(t) con s

aceleracién de la gravedad.

= wt y w? = g/heq, donde g denota la

En http://www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/index.php?topic=266.0 se puede visualizar el
movimiento oscilatorio de la caja mediante un applet de JAVA.
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Solucié: heq = hcjd Las ecuaciones son A" -+ gh/heq =g, 2" +wlz=0y 4y +y=0.
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10.13. (*) (Muelle vertical con friccién) Colgamos una masa m de un muelle vertical cuya constante de
Hooke es A. El medio ofrece una resistencia igual a u veces la velocidad instantdnea. Sean z.(t)
y zs(t) las desviaciones de la masa desde las posiciones de equilibrio del muelle con y sin masa,
respectivamente. Relacionarlas y plantear la ecuaciéon que cumple cada una.

Solucié: . La relacién es zs(t) = zc(t) + mg/A. Las EDOs son maz + pz, + dzc = 0 y
mal + pxl + Azs = mg.
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10.14. (**) (Muelle vertical con friccién) Volvemos al problema anterior del muelle vertical, tomando

m = 1/2 kilogramos, A = 3/2 Newtons por metro y 1 = 2 Newtons por metro por segundo.
Recordamos que la ecuacién diferencial que modela la dindmica es

ma” + ux’ + z =0

siendo x(t) el desplazamiento desde la posicién de equilibrio con masa en el instante ¢.

(a) ;Qué tipo de oscilacién es?
(b) Resolver el PVI correspondiente a impulsar la masa desde la posicién de equilibrio con
velocidad inicial vg.

(c) Calcular la aceleracién inicial de la masa. Calcular el instante t, > 0 en el cual la masa
alcanza su desplazamiento méximo. Calcular el valor del desplazamiento, de la velocidad y
de la aceleracién de la masa en el instante t,. Expresar los resultados de forma exacta.

Solucié:

(a) Tenemos la oscilacién amortiguada libre z” + 2kz’ + w2z = 0 con k =
wg = A/m = 3. Por tanto, estamos en el caso sobreamortiguado: k > w.

(b) Las c.i. son z(0) =0y 2(0) = vp. La solucién del PVI asociado es z(t) = vg (et —e™%) /2.

@) Lo que > alom

Mm;w [zrmc}m <7[ C /p Jues am/

:/ %VN‘T / L zé;aa gx{fsm,/s/ Z_c, q.

(c) La aceleracién inicial es igual a z”(0) = —42/(0) — 32(0) = —4wp. La solucién anterior
vale cero inicialmente, tiende a cero cuando ¢ — 400 y tiene un tnico punto critico en el
instante ¢ = t, = (In3)/2. El desplazamiento, la velocidad y la aceleracién en ese instante

valen z(¢ )—1)0/3\/5 &' (te) =0y z"(t) = —42(ts) — 3:1:( «) = —vp//3, respectivamente.
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