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2. Polinomis i fraccions racionals

( '-2.17

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

(22,

) Sigui el polinomi P(t) = 5 — 5t* + 7t* — 2t + 4 — 8.

(a) Calculeu P(2), P'(2), P"(2), P"(2). Que es pot deduir ?
(b) Descorponeu P(t) en factors primers a R[t] i a C[t].

\

Solucié:

(a) P(2)=P'(2)=P"(2) =01 P"(2) =42 # 0. Es dedueix que ¢t = 2 és una arrel triple del
polinomi P(t).

(b) P(t)=(t—2)3(t2+t+1) en R[t].

Pt)=(t-2)° (t+%+§i> <t+%—§i> en CJt].

)Donat el polinomi P(t) = t* — A3 4+ ut — 1, quins sén els valors de A i u per a que 1 sigui arrel
triple?
Solucié: A =p=2.

Donat el polinomi t° — 5t — a € R[t], per a quins valors de a pot tenir arrels multiples ? De
quina multiplicitat ?

Solucié: Si a = —4, aleshores ¢t = 1 és una arrel doble. Si a = 4, aleshores { = —1 és una arrel
doble. No hi ha més possibilitats.

n tn—l
Sigui P(t) = o + o1l + +-++ 1. Té arrels miiltiples? En cas afirmatiu, doneu-les.
P (n=1)!
tJ
Solucié: P(t) =37, 7l no té arrels multiples.

Doneu el desenvolupament de Taylor del polinomi P(t) = t° + 4t* — 3 + 2t2 + ¢+ 1 en el punt
t = 1. Quina és la resta de dividir P(t) per (¢t —1)3?

Solucié: P(t) = 84 23(t — 1)+ 33(t — 1)2 +25(¢t — 1)3 4+ 9(¢t — 1)4 + (¢t — 1)°. El reste de dividir
P(t) entre Q(t) = (t —1)% és R(t) = 8 +23(t — 1) + 33(¢t — 1)2.

Trobeu el valor de a per a que els polinomis P(t) =t — t + a,

Q(t) = t* — at + 1, tinguin dues arrels comuns.

V5

Solucié: Hi ha dues solucions: a = 3 + =

Determineu m per a que els dos polinomis de R[t] segiients:
P(t) = t3 + mt — 6, Q(t) = t> + mt — 2 tinguin una arrel en comd.

Solucié: Si m = —1, aleshores t = 2 és una arrel comul. Es I'Gnica possibilitat.
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2.8. Descomponeu el polinomi P(t) = t4 4 12t — 5 € R[t] en dos factors pertanyents també a R[],
sabent que P(t) té dues arrels ¢, to la suma de les quals val 2.

Solucié: P(t) = t* + 12t — 5 = (t2 — 2t + 5)(t2 + 2t — 1).

2.9. Trobeu tots els polinomis P(t) de Ry[t] tals que P(t)+1 sigui divisible per (t—1)* i que P(t)—1
ho sigui per (t + 1)%.

Solucié: P(t) = (57 — 21t° + 35¢3 — 35¢t)/16.
2.10. (a) Determineu la resta de la divisié de P(t) = t*" + nt"*! — 3t + 2 per (¢t — 1)2.
(b) Proveu que P(t) = nt"™2 — (n + 2)t"*! + (n + 2)t — n és divisible per (¢t —1)3.
Solucié:

(a) Elresto de dividir P(t) = ¢?® — nt"*t! — 3t + 2 entre Q(t) = (t — 1) és R(t) = (n®>+ 3n —
)(t—1)+n=(n%+3n-3)t—n?-2n+3.

(b) El resto de dividir P(t) = nt"t? — (n + 2)t"*! + (n + 2)t — n entre Q(t) = (t — 1)% és
R(t) =0. Es a dir, Q(¢) divideix a P(t).

2.11. (a) La resta de dividir un polinomi P(t) per ¢t — 1 és 4 i la resta de dividir-lo per ¢t — 2 és 5.
Calculeu la resta de dividir-lo per (t — 1)(t — 2).

(b) La resta de dividir un polinomi P(t) per #* — 1 és 2t i la resta de dividir-lo per t és 1.
Calculeu la, resta de dividir-lo per #3 —¢t.

Solucié:

(a) El reste de dividir P(t) entre Q(t)
(b) El reste de dividir P(t) entre Q(t) =

(t—1)(t—2) és R(t) =t + 3.
t3—tés R(t) = —t2+2t+1.

3 2 2
(2.12) Calculeu / - +(?§ _:l?; e o7 mitjancant la descomposicié en fraccions simples de la fraccié
- racional a primitivar.
e s L it2

(t2+1)2 (2 +1)2 241

t3 +2t% + 2t + 2 2 1 1r 1 .,
/ 2+ 1) _/(t2—|-1 /fg -|-1 /t2+1 =—§m+§ln(t +1)+2arctant+C',

( 2.13.'\i Descomponeu en fraccions simples sobre R i sobre C les fraccions racionals
. )

Solucié:

—50t — 10 32 +1
(t—1)20¢+2)(t2+1)’ 3 —6t2+11t -6
22 — 53t 1

t5— 514 + 73 — 2124+ 4t — 8" t3—3at2+ (1+3a?)t — (a®+a)’
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Solucié: La primera descomposicié ve donada per

—50t — 10 _ - 5 2 Lot
t—-D20t+2)(2+1) ~ (¢-1)2 t—-1 t+2 41
_ -5 2 -5 f+i3
t—1)2  t—-1 t+2 t+i t—i’
Usant que 3 — 6t% + 11t — 6 = (¢t — 1)(t — 2)(¢ — 3), obtenim
3t +1 _ 2 18 u
t3—6t2+11t—6  t—1 t—2 t—3
Usant que ¢5 — 5t4 + 7t3 — 22 + 4t — 8 = (t — 2)3(t2 + ¢t + 1), obtenim
22 — 53t o1 12 44t
5 —Btd T3 — 22+ 4t -8  t—2  (t—2)2 (t—2)3 2+t+1
= L ., 1 12« &
T ot—2 (t—-22 (t-28 t-8 t-p
1 1 3 1 3.., 1 /3
ona=§+7\/§i,d=—2-—¥i,ﬁ=—§—£iiﬂ=——+£i.

Usant que t3 — 3at? + (1 + 3a®)t — (a® + a) = (¢t — a)(t*> — 2at + 1 + a?), obtenim

1 1

t—a
3 —3at2 + (14 3a2)t — (a3 +a)

t—a t2—2at+ (1+a?)

_ 1 1/2 1/2

t—a t—-a—i t—a+i

1
2.14. Descomponeu sobre C la fraccié racional =P 1) utilitzant el desenvolupament de Taylor
1

de f(t) = T—ap igt) = o8 en els punts t = b i t = a, respectivament.

Solucié: La descomposicié és

1 4@ | ¢ 6®(@)/6! | gD (a)/7
G—ap®G—bF  G-aF G-af T G-a2 T *

t—a

f(b) o) o)/ fOn)/3
+(t~b)4 + (t—1b)3 * (t—0b)2 T

on f() = (t—a)=* i g(t) = (t — b)~*.
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2.15. (*) (“Spline” de campana). Siguin « i B8 dos nombres reals.

(a) Proveu que existeixen uns dnics polinomis Q(t), R(t) € R3[t] tals que

Q-1)=a, QO)=1=R(0), Q0)=0=FR(0), @Q'0)=2y=R"0), R(1)=4.

Calculeu explicitament els polinomis Q(¢) i R(t) en funcié de a, 8 i v.
(b) Proveu que existeix un tdnic polinomi P(t) € Rj[t] tal que

P(-2) =0, P'(-2) =0, P"(-2) =0, P(-1)=a.

Calculeu explicitament el polinomi P(t) en funcié de «.

(c) Analogament, calculeu I'inic polinomi S(¢) € Rs[t] tal que

5(2) =0, 5'(2) =0, 5"(2) =0, S(1) =p.

(d) Sigui f:R — R la funcié definida a trossos mitjangant les férmules

’

0, quan t< =2
P(t), quan —-2<t<-1
£t = 4 Q(), quan —-1<t<0
R(t), quan 0<t<1
S(t), quan 1<t<2
0, quan t>2

Quan f € CY(R)? Quan f € C*(R)? Quan f € C3(R)? Especifiqueu en cada cas els
valors de « i B per als quals es compleixen aquestes condicions.
(e) Dibuixeu la grafica de la funcié f(t) per als valors de ai 8 tals que f € C?(R).

(Indicacié: La funcié f(t) s’anomena spline de campana. El terme campana fa referéncia a
la forma de la seva grafica).

Solucid:
(a) Q(t) = (—a+ 1+t +~t24+1, RA)=(B—~y—Dt3 +~t2 +1.
(b) P(t) = ot + 6t + 12t + 8).
(c) S(t) = B(—t>+ 612 — 12t + 8).
(d) feCYR) sempre; feC*R) si a=piy=68-3; fecC?*R) si a= =i i fyz—g.

2.16. (opt.) Donat P(t) =t —a, a #0; Q(t) =t3—b, b#0.
(a) Quina relacié han de verificar a, b per a que MCD (P(t), Q(t)) sigui un polinomi de grau
17
(b) Doneu per a aquests casos MCD (P(t), Q(t)) i MCM (P(t), Q(t)).
(c) Calculeu MCD (5 — 32,t3 — 8), MCM (5 — 32,t® — 8), aplicant b).
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Solucié:

(a) b® =ad.
(b) m.c.d.[t? —a,t3 —b] =t— a1t

m.c.m.[t5 — a,t3 — b] = t7 + a716%° + a7 245 — at? — b2t — a7 1B,
(c) m.c.d.[t0 —32,83 -8 =¢t—-2

m.c.m.[t5 — 32,83 — 8] = 7 + 2t + 4t5 — 32¢? — 64t + 128.

2.17. (opt.) Calculeu el MCD (P(t),Q(¢)) iel MCM (P(t),Q(t)) amb
(a) P(t)=t3—3t2+3t—21 Q(t) =2 — 4t + 4.
(b) P(t)=t>—3t* +2t3+2t2 -3t + 1 i Q(¢) = t* — 6t3 + 12t> — 10t + 3.
(c) P(t) =t* -3 —3t2 + 5t —21i Q(t) =t>— 6t +9.
Trobeu en cada cas, polinomis P (t), Q1(t) tals que

Py(t)P(t) + Q1(1)Q(t) = MCD(P(t), Q(t)) -

Solucié:

(a) m.cd.[P(2), Q)] =t~ 2.
m.c.m.[P(t), Q(t)] = t* — 5t3 + 9t2 — 8t + 4.
() =53 Qi) =—5(+1).

(t)
(b)mcd[P(t)Q t)] = —3t2+3t—1—(t—1)

m.c.m.[P(t), Q(t)] 1 — 615 + 11¢* — 4¢3 — 9t2 + 10t — 3.

RiH=11 @0 wﬁ+$
(¢) m.c.d.[P(t),Q(t)] =1; és a dir, els polinomis sén primers.

m.c.m.[P(t), Q(t)] = P(t) - Q(t) = t5 — 75 + 12¢* + 14¢3 — 59¢2 + 57¢ — 18.

Pi(t) = —(61 — 17t) i Q1(t) = 1763 + 24t% + ¢ + 58).

400 400(
2.18. (opt.) Es considera P(t) = 3+ 2 — 8t — 12 € R[]

(a) Determineu P’(t) i doneu la seva descomposicié en factors primers.

(b) Proveu que una de les arrels de P'(t) ho és també de P(t), i deduiu la seva descomposicié
en factors primers de P(t).

(c) Calculeu MCD (P(t), P'(t)).
(d) Determineu Pi(t) i Q1(t) tals que Pi(t)P(t) + Q1(t)P'(t) = MCD(P(t), P'(t)).

Solucié:

(a) P'(t) =3t2+2t—8=23(t+2)(t - 4/3).
(b) L’arrel comi és t = —2. A més, P(t) = (t +2)*(t - 3).
(c) m.c.d.[P(t) Pt)=t+ 2

(@) Pi(t) =~ | @u(t) = 53 +1).
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2. pﬂﬂmomw 1 Pacccons ?za:m_‘@-'ma:&. B _ 1"

o1 /\Sz@/m é/,]goﬁm/om4; Plt) = 5- 5% 713-04% 4t -¢
(a) labletow P2, P2, P'2), F"2). Oue & pot dedeis?
(b) Descomporu P on facloes promens 4 FLt] + a CLE].

/S@’gﬁzi/_/’é j
@ |4-5 "% -2 4 -¢
2| 216 2 ¢ ¢

13 dleiq ol =1 PR)-p

5 20 21 -4 4

2 Ao -0 2 ¥
5 40 4 2 0 = Pz):-0

40 -bo 93 -4

2 40 ~40 4 _ }
g 20 -20 4 0 = P2)-0

L0 120 42

2| 40 O
60 0 42 = P"1)=42+40

Alhoses o z(mwzr/a,fgmml‘ dle Z’ﬂy/ v de P(E) ew £=2 y,uez/a
Pl < (1-2)° [ P”’w P fz) (f 0y A (2)(f 2)] t2)*O )

amk Q(2) 7 0. Q(t)

[lavom 1=2 ¢ una arel de mulliplcdst 3 de PUE). i cateudom
Aoy devovndes que vesten « P'(2)= 120 < P'(2) = 120,4 ani podres,
descom vpotui F¢) de da manera A‘.(griif/n,f

PlE) - 4-2)° [ B8R (-2)+ 220 4:2)] - (t-2) ® F(Rrs(ta)+(E2))
- (t-2) (twm) < (t-z)g(&ﬂ/ “+ %)
b ) Fimalment gfvwala vidl gue la J{A'C-O??-fﬂ-ﬂ’f{»w de Pl) en If[1] ¢4
Plt)= (t-2)3(t%E+1), menlre gue en C[1] & . P(f):(f-z)g(t#’g%é)-
(+%V%) 0

NNNNNNNN
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2.1 Donal %’«Ipp/m.m P(t) = fé-/\igjt/uf -1, Quons 46n els va-
/Zm"'ic[eji/»c fr&ﬂaa?ue’//m%u M-ﬁ&(tf‘i;ﬂfe ?

./B-OZM.ML(; .
1 amrel buple sii PU)=P'() = P') =0 < P"(1) 40

1 -\ o u A
% 1 44 -4 4-Asp
A4 AN AL Ahypl b => u- = Pl),
-3, 0 e
4| 4 430 934 T
4 434 4-3) 4-34n > 4-3su= P10,
12 -6A 0
i 12 " ,
12 42-6) === 12-6L = P1),
24 -/ g
A 2
34 34-¢1 —> 24-¢1 - P"f1)

Cal C;,W: FM) - P’M) = P”{'f) =0 Fr lant /1,/{ /w/n de vmmfﬁw &5 equa~
AoNA -/l+/»£:0, -31+ij =4, 6 =12 Matmcalmenl
(4 1 0 11 0 -4 40 t1 0 2
e
TR 0 6 12 00 9, 60 0
-« vewm gue A sidema & Watf‘/ﬁ& detorminat amb solucs A= H=2
Ccom ar_uf.,/wfé %LMA{A valom P7(1) = 24-6] - 2412 =12 140 . conclou
gue t=1 & uma anpel Wiple de PE) 4iir A< p = 2 o

NOTE BOOK




<& Donal %WW 1%-5f-a € |R[E], per 4 gueins vadon de a
pot Leww anrels melhiples 7
Aolucs.
Ver (ol e b M,ﬂm una Mﬂ&{fmm%&;/v/e, Z:,,MW Flt)=0 ¢ P'lL,)=0:
Pit) - t*~5t-a =0
PUt) = 5L7-5 = 5(t7-1) = 5(t-1)(t+1) (t+) (t-4) =0,
PUt) vecem que Te com arvels t=1,-1,4, . dwa;
per 1=1 Pi{)=4-5-a4 -0 < a- -9,
per T=-1 P) =(+5-a =0 a= 4,
per t=4: PH)=-4-5(-a=0 & a=-6;, }g/F?.
per [etd i PlA)= 1t54-4-0 & & =64, }é /7.
Lom ome PE) - 2043 per [<t1es P/(21) =+00 40, I%ﬁ[cmf,fw
a:=-4, =1 una arrel dttle < por a=4, =4 e una arvel dotte. No
W ha més fom/&;&[afm n

29 gue PO= L, fﬂ o AT amely i lliples, B cat afin-
’hmfm doneu-les .
Bor lal que A roﬁr/'wm imgm wna arpel M@a& o, cal W P@-
- Pf:() =0 (:orvoe/n aquesl cas P(«)-;ﬁ/: St +1-m+P(aq
_/}%-—o S A=0 ; Pe/m P(O) i F@PILMLZ Pt Z mofé 5
arrels milples . O =

-25 b—onw &()JZAMVOZM?MW c/@ @y&'f‘ da[/roémom/t P(f) lfs'/' ﬁ';
131 att+t+1 mo/wml =1 . Quena e /a resta clelzm(a« P(L‘)/oef

(f 1)3




| o 9]

4&46{.@":

PN [ e j : F 7 4 - 2 A 7'
By L ETeyt st Sat vt N ,
i i 5 79 & F
1 5 4 6 ¥ & =Pt)=8
I
P’/f): §f¢+’f€f3~3t2‘+9(’;+1 AR S s
1 521 4p 22 ]
520 P B =>PH)=23
P/(t) = 208349t ¢t+ 4 20 49 -6 4
| 7 200 6% &2 1T
20 63 €% 66 = P'1)=66
FY(t) = 6ot% 96t-6 6o 96 -6
1 60 156 B "
€0 156 130 == P1)-450
PMt)=120t+9% | TR
1 420 %
a3 P'r)=216
PY(t) = 120

Pt) - Pu) + £ P ( (t-1) +

2 P a3 P P s
- = (t-1) .,._Z?_(t 1).+f?,){f-r/)

Ld +23(t‘-1)+53'{'i—1)2+ 250-1)% 9(t-0)%4 (1-1)°

Pt _ #-4 ¥+23(¢~1)+33 (t-1)”
AN )" = 154+ 9(t=1) 4 ft-1)"+ PWIE .

Ror tont 4o vest. de o dovesio de PH) frer (t-1)7e . §+23(t-1)+35(-1)°

NOTE BADK
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2.6 Troteu of vibor de a per o gue e&/ao&ﬂomu Pi)- té-l‘*fa, Q)= 15 at+1
Lingum. dues anrels comumes.

Molucis

Lo e Qlt) 4 u/ﬂﬁo/émow‘ de grau <, hi ha prot m/-m;omw que

Ja resta de la divmios de Pit) per Q) sgui zero.

T -1 +a lfz—aZ'+'f
_f i f? t2sat+ (@)
/ at>-t-t+a

-Qf3+azllz-af

yd (az~/()l‘ ~(a+)t + 4
— (=)t 4 a(a* 0t - (2%t
" (a+1)(a-a- 4)2‘ (a=a-1).
Uestores cal gue a. verifiqui, simullaniament .
(a-r{)(a"“ -/{) 0 i A-a-1=0

/ primeva Ww t&/?&f‘éodww a=-1 4 a-_ VE menlye Q/uf/té
Heqona Te/wr Mﬁuo 124 dues wlbimes, deﬁéw&w&ﬁm&fa
coprekpon a 4 = YZ: | 1

LT Delermimen m per a que els do mem de IRL[t] Wﬁ ;
P(t)= 13+ mt-6, Q)= t*+mt-2 lnguin wna arrel
CaomUL .,

Aolueis.

/ﬁgm o ag/uwfa arpel eomuma . avors -
Plx)= o>+ ma(-6 = 0
Q)= x*+me-2 =0 = Mmd-2=-

A snbsbibumt o P®) = 32?4 = (x-2) (™4 +2). én pa/r&‘m&m,

per =1 tindrem . Pz)=im+2 « Q(2) = 2m+2., amd A qual tota




. 2

es vem gue , siom=~1, t=2, derd una arrel comd e P(L) « de

0 ( t) C’o'm QM_ZA a/fy&s siilZS arm& S Co/infé(es (a?ff'aﬁm{!a ( de widt 2= 0
== -tV ) , reaullawia me € (camfmvewé,’). Pr lant agquesta & {inia passibil it
. ]
Ly Dwfomfgosm el POZMW Plt) = 94931 =5 EIRLE] en dos faclons

pgr&mymf& f‘gméé a /ﬁ’ [1 ] 2 Mfétmf c;fue P(l) Z‘c/ dues Wﬂf&[ﬁ 71, ?LZ w/éa Stoma
de {es gxw/s val 2,
Aolucd. ;
;;Zj : ;}:;;;: J ?:Z} = f.f+ b il L) _4;:[@{% t/+1-0
on o declueix gue Ty i by no poden ser toles dues reaks; d'adlya banda com
gue Lo reva Szl ¢ que fo &4, mecoariament; Uy < U, 4 Havors, de
L+ la=2 es sequein : Relt) =Re @) =1. For lamt un dels faclors serd
Eit)= @1 %+ Tt +1+o”, amb « € IR a delerminar, & degon ﬁz( i
tor &//mm/rm de é iéﬂ"m«a : @/f} o Z2+/3ZL+ Y, amb B, YeEIR a r..{e?}r--?l
P(l‘) . B Rt = (122t +1103) (z‘l+/3t+ Y)= z‘ﬁ@—z)z‘i (—2/5+X+-1+o<z)l'“2
C2upia)t +y([ret) = 174 03+ 0t%412t-5 .

T dizem o;/S,Y,ter wmpa/tﬂacwde c@@ﬁW& :

B-220 A+’-2p+¥=0, P(1+x)-2Y=12, ¥(1+x*)=-5
it | de / premera cQuacd lemimn B=2. dubstiluind en la 254 en la3*
Aarriba af sislema bonead en 1+4%, ¥ degiiend :

1+t +¥ = 7 |
2(14e)-2%= 12 |
4 aqae/&fa solncid & romfw.&;{;fe A ‘(}%Mfa eW'o’.- n e/@cfe;
YU1®) = 1.5 =_5, duad doves, Lo almma»scm’ buscada é -
P(t)= t'+12t-5- (t=2t+5) (1%at-1) o

= Y= -4, 1+q(2': 5
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2.9 Croleu f’/d/foé)/t/”ﬂ’nw P de IR [E] Lals que Plt)+1 A diviad
ble :(34/'(},' () 4 que P(t) -1 ho At pet (t+ 1)1
/SvZLmO
/S434u Bl = o b b JE T |22 4 deelET ro(‘,l‘ﬁo@i +o(6[6+o(?f7
5@/9%@ /-1 Algui wna arved %M‘ZLQ de PUO)+1 < gne ZL:‘{"’W wna apred
@umfa Plt)-1. For tank, 4ha de salisker
Pl) = o o, + o, + et o, fetgtele + 00z =~

P(‘U: of, — X, tedy — 0(3-/'0(4—9(51'-0(5'-0(7: 1

P/()z o424, + et t 40y + 5o+ 6+ Fely = 0
Plt)z  oq=2uy+ 3ot 40+ 5c— 60, +F otz O
P7(1) = 20y 1 6 of5 + 146+ 206+ 3001428, 0
P'1)= 20 - 6651128 ~2 06+ 30s-42e,= 0
P7(1) - 6 Xz + 24Xy 160 & t1206,+21007 = O
P1)-= bed3 =24 oty + 60 o= 1206 +210ely = 0

Wﬁﬂ/ﬁ&naés W/(nfa/éa(odawjm cl&mw;ofaﬁ:
0(2'/"240(7 +50(5°

o(+50(6-
A4 .4, |1, 4 4 1 1 4 1 11
o 1 2 3 01 2 o123 dolucid
o L1 6|15 0 0 1 0 0 43 og =el, =g =0
o 0 1 5 o0 o 1 o0 072

o<1+ 33 +5e+ 7oy =
3oz + 106t 2100 =

T

3

3

S

/C‘f 0(4+0<3*"“><5+°(7— -1 2
o(3+’f00/+35a( OJ




1 1A~ 1 0 1 1 FERIE B
43 5 F% 0 0 2 4 6 A4 o A 70 35 0
0340410"\0340170""0.2,4’61
o 1 10 35 @ 0 1 40 350 0 34021 0
AR A 411 1~1 S AL I
0 11035 0f (0410350 /‘a'fmzsa
0 0-16 64 1 0 01 4 Vi o 0 ~1/416
\0 0 20 W) 0 \0 0%0-Fy 0 0 0 ‘/ 7
40'&&0::45
5
o7 =
7z 76;
ST A6 T 16 L
210  17%¥ 35
g - —= -—_:0:/59(:———
346 A6 7 g
ol 35 |27 5 ! 4_9___,{ é.g
7 ANE A ECREANE T 7

Llawows ([po&/nmm P(1) fuscat s .
Pl L(567-218%+35¢3-351)

2-10 (@) Delerminen la resta de fa divisio de P = £+ mt™ L 3t42
per (t-1)°
(b) Frovew que PE) = mt™ % ) t™ s i)t - & duvisible
el
% A
@ Lo resla de la dums RUE) de PO por QO =(t-1)" & wn podimerma de gpat
1, posem R(t) = at+4. Llpvors PUE) = QU -1+ at +b ¢ aleshores

NOTE BADK



P"('I): a = 2M+m(/n+’/)—3:/142+3/”"3,

[.7 - —/?’72—‘2.4’! +3

A Ma resta es dones + FAt) = (mP+3m-3) E-m*=2n+3

(L) P@)=mt™*=tys2)t "+ e2) L - m

PTE) = mimi2) 1" fur2) (1) £ % w2

P(t)= mim+2) (n+1) f’“—/M»LZ)/ﬂH’/)W A

P = s ms2)(med) "= m(mt2) () (m-1) 1774
Llavors :

(1) :/MCWJ/Z)V-#(,;MZ)I—/M"': 0

P = m (Wz) - A2 (m+1) + m+2 = (m+2) (9 -A~1)+ m+2 = O

P() = m(m+2)(m+1) = (m+2) (mi4) m = 0

P A) = »?m2) (m#+1) = m (m+2) (m#1)(11-1) = m (nt2)(m#1) (=1 +1)

= m(miz) (n1) 4 0 |

Qloshoves 1=1 es una awel de %u./wuifaf 3 de P(). For Tant : Plt)-
= (1) (t-1) 3, amd QM)#0 + en Cmfmec?,ff—i?maa ,[f44)?<i//iﬂ'c[e4la:
P(t) [l

211 (2) La resta de dividor wn rojtwm P(t)fw b1 594 la
resta de davidi - /%7764" <2 & 5 lalewtow La resta de Jmafwé/mr
(1- 4)(f-2/

(t) ORI R P T T fﬂ/;momzb PA2) per 2’21 4a 211 /a
vesla de diidiv-lo perl et balotone Aa vesta de dividon-1o per
13-%.

NOTE BADK




| _ - A0
A'aglaol :

&) Tnim d'wna bande. PU) = QO +1 < PlE) < czw, -9 +5.
Vortanl F) <9< PQ)= 5. Ligne RID= altl L reste o & din-
MB de /D//} per ({“4)(29 '/) Nota s com e H)(f ‘O & I poé}zom de
grom 2 <, A V(s‘»fa; ){mm de der um /DWO?M Ae gro 1, ﬂMm

P(l‘) Qs (1) (£4) (1) + RE) = Qs ) (F-1)(1-2) +at+b

d'on | |
PG)« ard = 4)
P(2) = 2a +h = SJ

i}&l&ﬁ[&f a = ’// g: 3,; ‘f‘/é. /"C/‘-‘-tﬂ L{Wnao(a '(‘.’:5
/?(ll) = a.fi'é = t?"g

Pit)= @ () (1%1) +2f = P) =2, P() - -2
Pt)-Ct)t+1 = Plo)=1 g
P(t) = Qz(t)1(t~1) + at?s Lt 4c,
&/IA’AGV{’A i
Pl)=lakdtcl=l2 |
Pl)= a~b+ci==-2 § = Joluus : la=-1, =2, c=1.
P (o) = c =71
i Howors 4o yesla de by duerid éa» Bt = 1% 2847

2-12  (laleulew j J 12; ;)Zf 2 W%Mﬁwzél afawm/amm'a" en f’?mmbm

/ﬁvmf[bﬁ de L /7 vaeccis racional a /"M?WW

A—oéﬂb‘/:
t31zt?+2t+2  At+B Ct+D w13 02t -
(t2+41)? I Tetde] [ (t2+1)* ~
= (At+B)[E+)+ Ct+D = A3+ B2 +(A+)F+B+D

(m/pa»fﬂmltcacﬁam& A=71,B<2, A+C=2, B+D=2,d'on A=1, B=,(=1, D=0.

NOTE BAOK




Aleshores -
gﬁ3+2f2+2,f+2£[ - jfﬁZ At +
(t*+2)* 1 (zm)
4
= A )n(t%1) + 2 archan - fg +C 0
o 15+1

213 Dawmfmm em #mm,om«mwpl%w IR < sobre € les fraccions

pacionals .
- 50t-10 A BT C Mt+N

] G-)X(ir2)(tq) 1A 1 (t=4)%——t+2 AN,
Aumem £ comparem coeficionts al muwmerador -
A(t-1)(t+2) (11) + B (#+2) (t31) + C (-1) (t2+1) +Mt+N) (1) (Z'+Z)
= ~2A+2B+C+2N + (A+B-2C+2M-3N) t + (-A+2B+2C-3M) 1*
+ (AtB-2¢ +N)t3+ (A+C+M) t? = - 50t-10
' Ae'n deriva e rislema c(fg_arumom
~2A+2B+C +IN = -401

At B-2G+2LM-3N = -50
= M)

"A*»Z;B‘I‘ZC"3M = 0
At B-2C + N = 0
A + C+M = 0
Gue éA cow,mﬁ/éze delerminal, amdé solucs

A=5,B=-10, C=2, M=-7, N=7.
Ter tant, la descomposicis on fraccions simples sotre I ?/uech

-sot=40 |5 | Ao | [ 2 | 9-¥
(f-'f)z(ttZ) (fz-}f) t-1 (t-1)* t42 12,1

NNNNN
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HAemarad. %//‘ﬁ//‘matvamll a(msz valord af
t=1: 6B =-50-40 = -60,4: B=-10
t=-2: 45C = 100-10 = 90, : C= 2 .
t=0: - 2A+2B+C+2AN = -2A-20+2+1N = -2A+2IN-1¢ =-10,
t=-1:-7A+2B+¥C- IM3GN = SA-20416 ~4M + YN=-4A-4M +4N-%= 40
t=2: 20A+20B+5C+®M +4N= 20A~200+10 + ¥M+ 4N = - 170
olblevim un ruvbema, ik M que el sislema (1)
-A +tN=% |
AtM-N=-11 (2)
5A+IM+N= 2o
que fe’/owwWo’f A=b, M=% N: 9, que WWﬁaaZachMa
c{uwwfzfooj{(/f;dcz'a}:wrw.

D'allva banda
ot L M N Mt N=-FEeg,
i = l=1:N=-%+9 = N=-%-%1
=i 1 2iM= 7649 => M=%+ %%
W aAxh, c?/m la, M(m%fwm en ﬁ/Li camf;]%aﬁ ve ol'mala, 7')6/‘

-50t-10 5 RECARNNESRNE i W By
AP T - - DT T e | [ 24 5

Remonea L. Voodiniom hawver fet 4 “ la c{(yﬁ-f:’mnzf}m{ao/ en el fmple/zos:
A DB (0) (£41) + B (1) (b0) (£+4) + C (£-1)(t-4) (£ +4)
+ M(t-1)2(1+2) (t-1) + N (t-1)*(t+2) (1+4) = -501 - 10.
,Delawman A B, C,M i N donamt valors a 't
I=1: 6B=-60,4:3=-10
t==2:45C= 90,4: C= 2
l=1: 2 /1'~1)2(1'+2_) N = -501-10,1: N=-% - %4




Iquelrius)

[ o 13

bo g ~24(A-1)"EC+2) M = 504 -10, y M=-Th+ Dot
[ = 0: -2A+2B+C=24M42IN = -2A-20+2+18 =-10 4 Az5
Doaucda mancra recuperen Vi Wo«smé en el ca/prv,pk%c?{ do

made per (3)
=S50t 40| | AT LB ITG T M TN,
A onnr N =R SR 2R AR
_ M0 2 Hept Bt
T H-4 (- )E T te2 t+4 2 |

e i

4 Mumant Aes dues M(,muu %mmm

A4’ mﬂr{.z;a A la, dmwmpowuo en c& rfaxh

-50f -10 5 10 210 9-7¢

{-0H ) T-1  @-0° Tt T

(b) < S Ll o Za st UL TR
tLsth F3-attgt-8  (G-2)3(t%E4) T2 (t-2)*

C Mt+N

T (t-2)3 T 1% t+1

d’on
22-53¢ = A(E-2)*(t*+t +7) + B(1-2)(t*+1+1) + C(t*+1 +1)
+(Mt+N) (t-2)>
= 4A-2B+C~FN +B+C-FM+1AN)t
+(A=-B+C+12M=6N)t*+(3A+B- 6M+!\/)t3
+(A+M) t!
1 compamand. coeficienls, arribem al wistema

NOTE BOOK
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4A -2B +C - IN = a2 )
- B+C-yM +1AN = -53
A-B+C+RM-6N = 0}

- A+ B -6M+ N 0

-

A + M = 0 )
que 194 per s0ludd
A=A, B=1, C=Al M=-1 N=-%,
i Mavors s0ble la descomposicid en els veals seaiiend
EEA 2 A A I A
LE st tiyt+8 -2 L (2% | (#22)° | Pt

Wor cbleniv la J.Mfcomlﬁﬁwba" en els rmPZ‘:«orj c{mra-rnf?mmw ! wllima
fracus

A O T S /2% 715 +N(t+§-§9§
(o ted 1450t 245 —
t:-_g_lfzi}; AVEN= T B, i N= L T
- 14V3 4. S /W5
t= 2L S 3M= L4V54, 4 /"l=z.._.6_¢
A Aoblé aurd :
22 -53t s 0 £
(o5t F P2+ 4+ 8 | E-2 0 (-2 ((E-2)3
_ TRt T e
f.;.%_\;j{ f+g+§-i
3th1 3t d A B G
¢ = = + - —_——
e fs-gt™1t-6  (-2)(t-1)(t-3) -2 t-1 T
Ausnanl « <qualanl s numeradons :

A(t-1)(t-3) + B(t-2)(t-3) + C (£-2)(t-1) = 31744

NOTE BODK



per delerminar A, B « C; denem vadows ot
{-1:2B=4%, <: B-2,
t=21: -A=13 1: A=-13,
t=3: 2028 4:C= 14,
4 la c(_%ftmﬂ'fooﬂ-tdé' en fraccions sumples que Sobld. &
3ti+1 _ 43 AR &

-

Cgtemt-6 | t-2 | t-1 | 1-3

(d) Fond servie que : 1% Fal™+ (1 +3a)L-(a3+ &) = (t-a) (tr2at +a®+1)
Auposem que aé IR« [rwsgm/m la df/swmmi/géo" en 2ds reals de la

“,fﬂ?‘m'a :

1 A B Mt +N
3 -3at’ e (1+3)t-(Fta)  L-a t-2at+a*+1
<> Alt*2at +1+a®) + (Mt +N) (t-a)
= (A+f"\)t’z+(-.2a1‘\—a/\’\+f\/)t+(’(+dz)A*Q/\/,
eom«wmf w%en& sanriba al sixlema
A+ M =0
2eA+aM-N=0 §,
A+ )A  -aN= 0
que 1o per solucd
A=1 M=-1 N=za
4 Tomim la Mo—m/pm/ia-é en edy reals /Jegr?/iemt :

31541 ~ ) et '
33l (1+3aY1 - (a,3+a) 194 1% zal+a*1
‘allva banda -
a-1 e D

2 — + :
el +ate | | ted e [=a-+4

NOTE BADK




C(t-a-1)+D(t-a H’) = a-1
Tzatt: 2Dz+,4:D=-12,
b=la-di=2C=z411 Cl=l-74,
A A’o%kmmm els corrbeZmoﬁ AM:
! o ._

1/2, 2

tosat (1436t -(@+a) - T-a ~ t-a+i | f-a-1



17

1
2.14. Descomposeu sobre C la fraccio racional m utilitzant el desenvolupament de Taylor

1 1 . .
de f(t) = m ig(t)= G_—b)‘l en els punts ¢ = b i ¢t = a, respectivament.

< Solucié. Tenim, d’una banda que descomposicié en fraccions simples en C de la fraccié racional ve
donada per:

. 1 A Az Az Ay As Ag
FO90) = GG —0i " i—a T G—af  G—aP G-t G=af T G=a
A7 Ag ) B1 Bz Bg By
Y TGoaE T T T oo Tt W
i el desenvolupament de Taylor de g(¢) = = en t = a fins a ordre 8 és:

@ —b)*

o0) = g5s = 9@+ 22800y + 2 - a4 2L o app 4 20 oo

3' )
$ 200 _gye D00 gyo y 9O, gy D@ _gpp gy

on G(t) és la resta d’ordre 8, i per tant:

lim GE)

t—a (t — (1,)8

= 0. 3)

Multiplicant el desenvolupament (2) per f(t) s’obté:
1 g@) _ Dg@/1l D)2 Dig(a)/3 _Diga)/d!
f()e(t) = (t—a)B(t—0b* (t—a)®  (t—a) (t—a)b (t—a)® (t —a)*
D%g(a)/5! _D%g(a)/6! _Dlg(a)/7 c@)
t-af ' (-aP ' (-0 G—ap

Si a continuacié calculem el lim;—,q(t — a)® f(t)g(¢) a partir de (1) i de (4), tenint en compte (3):

(4)

+ D8g(a)/8! +

As = Jim (¢~ @) ()9(8) = 9(a) + lim(t ~ 0)° . 235 = 9(a).

As  g(a) .
t-a)P  (t—a)®

o =tim (¢~ o (1000) - 257 ) = - " (7000 - 2% )

= Dg(a) + hm (t— a)7( (t)) = Dg(a)

A partir d’aqui, restant

. ) . Ag_ D*g(a)/k!
Procedint de la mateixa manera, i. e., restant successivament i k_k = o )/_ (on denotem
(t—a)B (t —a)8k

D%(a) = g(a)) per k =0,1,2,3,4,5,6,7, es troben els coeficients A; per j =1,2,3,5,5,6,7. Aix{, en
general, escrivim:
73

ds = lES gl (f ®9) -2 = E ) = lim(t —a)/ (f(t o(t) - Z Dkg(a))s/ '“,:)

DY), G(t) _Ds—fgta)
R CE [ - AR v -y e T
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per j =7,6,5,4,3,2,1. Es a dir,

D7g(a) Dbg(a) D°y(a) D*g(a)
D3g(a D?¢la Dg(a
As = g,( ), Ag = jl( )1 Ar = (ig )1 Ag = g(a)

Per trobar els coeficients By, Ba, B3, By aplicarem el mateix métode. Ara desenvolupem f(t) =
1

(t—a)

2 3 4
1) = s = t@+ 22—ty + B v+ HBe—vp + T -pt e

on ara F(t) és la resta d’ordre 4 i per tant, satisfa:

en t = b fins a ordre 4:

_F@)
(t (DL =0. (6)
Multiplicant per g(t) = @ lb) ; 1 d’acord ambla descomposicié en fraccions simples donada per (1)
resulta:
1 f6) . DG/ | D)/ DAB)/3 g F ()
= = + D*f(b)/4!
R (e eyl e oy N (R (R A R O
A Az A Ay As Ag A7
= (t —a)? u (t—a)? + (t—a)t + (t—a)® + (t—a)b + (t—a)”
As B B, Bs By
B AN e AN G R L
d’on, com abans, es deriven els coeficients By, B3, B2, B1 (per aquest ordre), calculant els limits:

B = lim (¢~ H*7(00(9) = 1(0) + Iy (¢~ D) 7 s = 0,

By = lim (¢ — 0)* (f (t)g(t) — (;%)4) = lim (¢ - 6)° (f (t)g '(t) - (tf—(blz)‘l)
= 2IO s oo SO DO,
B =iy ¢—07 (7000~ e = ) = e =7 (1000 - 0 - )
PO e KO DO,
B =1y 10 (7000~ 255 - G oop ~ o)
= tim (6~ 0) (0t - L0 - DIOLL ZIOR) DO 4wy -0 20
20

En resum,

_Dr) _ D) _ DI
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i la descomposicié en fraccions simples de f(t)g(t) en C s’escriu, amb els coeficients en termes de les
derivades de f i g en t = b i t = a respectivament, com

D7g(a)/7!  Dg(a)/6! DPg(a)/5!  D'g(a)/4! , D’g(a)/3!
IO =G=aF = t=a) T Gaf T (G—0aF T G-0oF | -aF

D%(a)/2!  Dg(a)/1! | g(a) . D3f(b)/3! , D2f(b)/2 DO/ . f(b)
G—af  G—af T G-aF | (t=b | (G-bF | ({(—bPF ' G-bR

g

2.15. Siguin « i 8 dos nombres reals fitats.
(a) Proveu que existeixen dos tinics polinomis Q(t), R(t) € Rs]t] tals que
Q(-1) =0, Q(0) = 1 = R(0), Q'(0) =0 = R'(0),
Q"(0) =2y = R"(0), R(1) =g
Calculeu explicitament els polinomis Q(¢) i R(¢) en funcié de a, 81 7.
(b) Proveu que exsteix un tnic polinomi P(t) € R3[t] tal que
P(-2)=0, P'(-2)=0, P'"(-2)=0, P(-1)=a.
(c) Calculeu explicitament el polinomi P(t) en funcié de .
(d) Analogament, calculeu 'inic polinomi S(t) € Rs[t] tal que
S(2) =0, S'(2) =0, S8"(2) =0, S(1) = 5.
(e) Sigui f:R —> R la funcié definida a trossos mitjancant les férmules:
(0, quan t<—2
P(), quan —-2<t<-1
Qt), quan —-1<t<0
R(t), quan 0<t<1
S(t), quan 1<t<2
L0, quan t>2

F#) =

Quan f € CY(R)? Quan f € C%(R)? Quan f € C3(R)? Especifiqueu en cada cas els valors de a i
B per als quals es compleixen aquestes condicions.

(f) Dibuixeu la grafica de la funcié f(t) per als valors de a i B tals que f € C?(R). (Indicacié: la
funcié f(t) s’anomena spline de campana. El terme campana fa referéncia a la forma de la seva
grafica).

< Solucié. (a) Siguin,
Q(t) = gst® + gat® + @t + qo, R(t) =rst® +rot> + rit+ 1o
els polinomis buscats. Si imposem les condicions de ’enunciat:
Q-)=—-@+e-qa+an=c0 QO0)=2¢p=2y, QO0)=a=0, QO0)=g¢p=1,
R(l)=rg+re+ri+1ro=20, R'0)=2ry=2y, R(@0)=r =0, R(0)=r=1,

veiem que els coeficients qo, ¢1, 42,93 1 79,71, 72,73 dels polinomis Q(¢) i R(t) s’obtenen, en funcié del
parametres «, S i 7y, com solucié dels sistemes,

-1 1 -1 1 qs « 1111 T3 o
01 00 @\ _ (7 0100 2\ [ 7 )
00 10 q 0]’ 0 010 ] V0|
00 01 qo 1 0 0 01 0 1
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Aquests sistemes tenen solucié tinica |els determinants de les matrius sén —1 i 1 respectivament|. Com
facilment es calcula, aquestes resulten,

g0 =1, =0, Q=" g3 =—a+vy+1,
ro=1, r, =0, To =1, 3=pf—v—1
amb la qual cosa els polinomis Q(t) i R(t) que satisfan les condicions demanades a I'enunciat sén:
Q) = (—a+y+ P+ +1, Rit)=(B—-v-1t3+ 72 +1.
(b) Busquem un polinomi P(t) = p3t3 + pat? + p1t + po € Rg[t] que verifiqui,
P(-1) = po—-pitpr—p3 = q

)
P(-2) = po—2p1+4p2—8p3 = 0,
P'(-2) = pL—4p2+12p3 = 0,
P/(-2) = o — 123 = 0
i. e., tal que els coeficients pg, p1, P2, P3, s6n solucié del sistema:
1 -1 1 -1 Do
1 -2 4 -8 pL
0 1 -4 12 D2
o 0 2 -—-12 3

la qual és tinica —es comprova que el determinant de la matriu és -2, per tant el sistema és compatible
determinat— i un cop calculada (per ex., pel métode de Gauss-Jordan) resulta:

SO OR

po = 8a, rn = 12q, p2 = 6a, p3 = .
Aixd ens fixa els coeficients del polinomi P(t) € R3[t] en funcié de a:
P(t) = at® + 60t? + 1204 + 8a.

(c) De la mateixa manera, busquem ara un polinomi S(t) = sst® + s2t? + s1t + so € Rsft] que
satisfagui les condicions:

S(-1) = so+sits2tss = B,
S(—2) = sp+2s1+4s2+8s3 = 0,
Sl(—2) = s$1+4s9+12s3 = 0,
S"(-2) = 239 +1233 = 0
o0, de manera equivalent, amb els coeficients sg, 51, 82, 53 solucié del sistema,
111 1 S0 04
1 2 4 8 sty (O
01 4 12 so ] L O }°
0 0 2 12 S3 0

la qual, com a ’apartat anterior també és tnica (el sistema és compatible determinat, ja que el seu
determinant és 2). Un cop calculada s’obtenen els coefcients en funcié de 3,

so=88, s1=-128, =68, s3=-f
i el polinomi S(¢) € R3[t] que verifica les condicions anteriors és,
S(t) = —Bt3 +66t2 — 128t + 84

(d) Comencem, en primer lloc, observant que f € C®(R): la funcié f és continua en R. Comproveu-
lo! A partir d’aqui, tenim que:

feC'R)sii P'(-2)=0, P'(-1)=Q'(-1), QO)=R(0), R1)=5(01), §@=0 (8

D’una banda de la primera condicié tenim, per construccié que: P'(—2) = 0, per o, 8, € R qualssevol;
de la segona:

P(-1)=FR(-1)e3a-12a+12a=3(-a+7+1) -2y 6a -3 =1;
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de la tercera, avaluant directament les derivades de @ i Ren t = 0 es té: @Q'(0) = 0 = R/(0), per
o, 3,7 € R qualssevol; de la quarta s’obté,

R1)=81)e3B-y—1)+7=-36+128-128 <68 —3=1;
1 de I'dltima, com abans, per construccio és: S'(—2) = 0 per a, 3,7 € R qualssevol. Resumint: fés
de classe C! en R sii els parametres a, 3, YR satisfan:
1
51
llavors, amb els polinomis @, R, P, S € R3[t] vénen donats per,

5 0 i 4
Q) = (67+ 5) £+ 92 +1, P(t) = (% +§> t3+('y+3)t2+(27+6)t+§7+4,

5 1 1 4
R(t) = - (57+ 5) £+ +1,  S(t)=- (% + 5) P+ +3) — @2y +6)t+zv+4,  (9)
amb v € R qualsevol. -
A continuacié, f € C?(R) sii f és de classe C* en R, per tant sii se satisfan les condicions (8), i a

més

P'(=2)=0, P'(-)=@"(-1), @Q"0)=R'0), R'1)=5"1), S8"@2)=0. (10)
Aquestes condicions les imposem sobre la forma dels polinomis Q, R, P,S € R3[t] donada per (9)
—que és la que garanteix que f és derivable amb continuitat en R. Aixi, de la primera: P’ (-2) =
—2(7 4+ 3) 4+ 2(7y + 3) = 0 per qualsevol v € R; de la segona:

3
PI(-1)=Q"(-1) & —(y+3)+2(y+3) = —(57+3) + 2y & y+3 = -3y -3ey= ~5

la tercera es verifica per tot v € R: Q”(0) = R”(0) = 2v; mentre que la quarta és consistent amb la
segona. En efecte:

R'(1) =S”(1)®—(5'y+3)+2'y=—(’y+3)+2(’y+3)@’y+3=—3'y-—3®7=-—g.

Per dltim §"(2) = —2(y + 2) 4+ 2(y + 2) = 0 i veiem que la cinquena es satisfa per qualsevol v €R.
Per tant, els valors de a, 8 i v que fan que f sigui de classe C2 en R sén:

3 ¥y 1 1
mentre que el polinomis @, R, P, S € R3[t] corresponents s’obtenen substituint y = ——g— en (9), d'on
resulten,
_ 33 3, 35 3, B3,
Q) =—7t° - 5t* +1, R(t) = 7" — 5t +1, P(t) = - + 5" +3t +2,
1 3
S(t) = —Zt3 + §t2 ~3t+2. (12)

Tanmateix, f és de classe C3(R) sii f € C?(R) —és a dir, sii es-satisfan simultaniment les condi-
ciions (8) i (10)—, i a més:
P/Il(_2) = 0, PIII(_l) = Q”’(—l), QI//(O) — R”I(O), Rlll(l) = Sl”(l), Sl”(2) — 0

pero:

(i) P"(t) = -g, per tot ¢ € R i llavors: P"(-2) = g £0,

(i) Q") = ——g, per tot ¢t € R i llavors: P"(—-1) = g- #Q"(-1) = _g,
(i) R”(t) = g, per tot ¢ € R i llavors: @”(0) = —g # R"(0) = -29-,
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(iv) S"(t) = ——2?1, per tot t € R i llavors: R"(1) = g #S5"(1) = ——g,
3
(v) §"(2) = —5 #0.
Veiem doncs que f no és de classe C® en R per cap valor dels parametres a, 8,7 € R.
(e) A la figura 1 a sota es representa la grafica de la funcié f(t) per als valors de «, 3,7 donats

per (11) i que sén els que fan que f € C%(R). Explicitament,

(0, quan t< -2
135,39
Zt +§t +3t+2, quan —-2<t<-1
—§t3—gt2+1, quan —-1<t<0
F) =1 s 3 (13)
e R quan 0<t<1
4 2
lg 3.9
_Zt +§t —3t+2, quan 1<t<2
. 0, quan t>2.
La funcié f(t) s’anomena spline de campana. >

-4 3

Figura 1. Representacié grafica de la funcié “a trossos” definida per Pequaci6 (13).
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216 (oph) Donat Pt)=15a, who; QW= t-Lbs0.
(@) Quiine relecs ham de veritieat a,b per a gue MCD(PIE),
Qrt)) Argue wn /}oﬁafwm/é de Jran 7 ?
(b) Donere. per al aguest caros MCD (PE), Qut)) ¢ MCM(PL)00)
() Madm wcm > 32, ﬁy), MM (8532, t3)).

Aolucd, Lomendearnem Z:zmwz /a telec en r://m es e [ (L(gozw*
me | Cuddides|

‘?J’}wfmuw 5{ MCD a(e c{ai f:o!»mom P4 S cama/:[ewz fvmﬁ e/ MCD
c[::S E” on f?a c’/( Zosr,f[u: e‘/e/a dwuwde P/Lj

Demeoslacid, ﬁzg/wm D - MCD(PS) L= MCD(S R) Ver defi-
eic de MCD 3/oo*iwwmm 2,8, 69 B BD, Sz S;D, D %llra
bende, per / a[(fumme de la divisg J /miwwmf, Q i'

PL1SQ+R (1)
domb grau R < grau S, d'on B=P-SQ = FD-5DQ=(R-SQ)D;
pet lint D &5 Lambé s divisor de R < com que. ed ym %wm«uf c{eS/m
de dividve o MCD de lols dos, que s L. En resiom : D dwideix a L .
Z'W%Mm L divieleia a S dla B 4 pe fm[}ﬁolmvmm S%d?

S S L R- R.L| Klm,/jwédﬁf'{mf@wwa(f) )D- SQH?
- 5 LR +RL = (S,Q4 )L, veiom que L é5 1om KZ(/VM'{J?T/E P+, tom

Guc divideinc a S, fﬂ/m,éﬁ he de doidir el MCD de Pt S, D Uino
&l Ll a(ww&w a D A, tom que hem dmsz/mf wlbrny :{M D er/f—

dx L a/ay}lzmm nezmwazwmm:f D N

d;led/ﬁma[ St f,‘»iod't%:w \.S = /Ji ol 1 A? 2 f?,, Z/MM Aeiand la I 20{;05*&{('@’
m@z/w’z ft?(&-fﬁfm 4
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MCD(PS) = MCD (R, R)=MCD (R, R)=...
= MCD(R; Rive) = MCD(RLy,, Riys) =
... = MCD(R,,R,,)
on ’?Hzf’/j da vesta de la dinnic’ de Ry 4 fTpy 204,20, $47,
D wdlra [fzw%[d com gue grau 9¢+L< grau E.,M W//wémm
Rsiz =0 paza//g/r/m . Ueshones ed MCD sera dfv%am monic

Wmmz‘ﬂ Rers v s MCD(F, S ) = Reur Jeoef principal de fay

Una (/wﬂvé//e ) W/mmtcu’w d W a//g/ﬂm/mcm /{W/
Celewe sevia

fundlion 71 = ewchides (p,s)
7 lodeid dof MCD&JMTJM;
Z PAs, pet /Wow/mc d ' Euddedes.
7)2%:/]15’—75;
ZZF’
while sz(z)>7:’2ec
Lg t]= deconv (p.3);
[« c;]:mwr (&céa{z)>/ﬂu),-
2=12(g:ond);
pess
1=,
7= p/p0);
velwin

’/DLI&Z WIA M
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Crincd | 3 w%ué’z«sm cakadar o MCD de PIE) =1531% 213+ 244341
< Q)= 161312108 +3 (veuae problema 217, apastal (), in-
fwvélu tem comendes -Mg/éim& !
> p=[1-322-31]
]‘):
1253283 1
> - [1-612-10 3]
T
1 -6 12-10 3
>> med = eucides ( P-9)
med =

4 =2 3/ 1

Lewors MCD(PE), Q)= MCD(E=3t% 285+ 21%-3E 41, tL 613412810t
+3) = 133443141 = (t1)7

() dfn(u(m[ / a/(//aZWM& d Cuclides -

|G‘11@Ll s+1 5 |
| = t 5/t+l’/"' Ple R |--- |R stz
ANEADE Qs i
RS+ =0
bi-a | gL %f- :

Ueshores MCD(t5-a, tg—é)a/m/é a0, b40sc uA'z-poWWde
1qau <> ba-a=0 <> 5= o

(b) tn aw/wmfd casvs ;
MCD (a5 z,)- MCD(t5-a, 5 a¥) . a1-a" 4 %

2,

.fm&m(tg-a,ts-é) = mom (ton, tEa®). (t-cz)(t’ 3,5)

1/
as‘

NOTE BADK



¥ 3/5 __“f
Bk }é L L P laletSe WE oL AP abists o7
s
17 0 0 -a” 0 -a o 0 a”
. 1, 2, |
o 15 aE a0 0 -d-dF-d”
?[ a%a% 0 0 -a aé”‘ % o

€) a=32,bL-¥, dmﬁam& a”s, &n&fwfe 7 que 32 F (Zs‘) =2°=8
Llawors .

MCD(t532,t%9) = t-52%_ t-2

mem (=30, 158 )— t+zt‘+l/£§ 321%641-128. o

NOTE BQOK
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217 (opt) Cadewleu ol MCD (P(L), Q) < el MCM(P),00)
i
@) P(t)= t>3t%3t-2 <« Q)= t>-4t+4%.
(L) P(t)=15-3t 213 2t* 3t +1:. QUt) = - 663+ 12 12~ 1oL +3.
) PO t--31% 52 1 Qa9
Ceobew en cada cas, /J_,Q,{M.z,mfﬂ.w F;( t), G, (L ') taly quie
RV + Q) QUE) < MCD(Pt), Q)
Aoludid

(@) bed b
o305 32 Bkl | E-2

3t-6 o algorisme d Cuclides

MCD(P(t), Q) = t-2

mem (P(L), &(ﬂ) L (t3'3tl+it;’) (t=4t+%) - [t*-3t%+3L-2) (t-2)

= th-5t349t*-gt+4,
Pit) P (t) + QUE) @, (#) = MC D (P(E), Q(t)
<> (t*t+1) B(t) + (t-2) Q) = 1 (fem dovidit pel MCD).
1 -3 3 -2 ’Zﬁwsgum Plt)=c « Q,(t) = al’+é,@/@'ﬁaw:
2 LI 1= (F-t+1)c+t-2)(at+b)=ct*-ct+c +

11 e al?+ (-2a+b)t-2b = c+a)t% (-c-2a+b)t+c-2b.
Gixo porke al sislema :
C+ =0 |
Ld Lol dpl Lok Sofueiv's ol [T] 1 1] e,
1 I3 3 3
C -2b = 4l “
/4/(%’[4016%

-1 =1 (t+
R)-1, Q)= -L(t+1)
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(b)

t+3 -3

t‘g_-si)%lt-"#zt% Tt+1 | L9-6E3+120%-10t+3 | #3-30%3t-1

PL- LA R ALY ¢

algorivme A buckidey.
MED (PE), QL) = MCD(t5-5E7+ 213+ 2t%3t+4, L=-6£5+ 12t 16 £+3)
- _t3'3t2+. 3t~-1 = (f'f)g

mem (L5-311+283+ 283t +1 t‘”—653+12_z‘“~16t+3)
(f5—324+2'£'3+21'1—3t+'f)(c“’—éf3+7‘82"‘1‘-1'éi'+3)

(t-1)3
- (Foq) (t-6t3 1 12t7-10t43)
A AT IS T AN T 2% 3

wmem (P(E), QL)

P B + Q) Q, () = MCD(P@), Qit))
<> (t5-3172t% v 2t =3t +1) PUt)+ (th6t’+12t% 10k +3) Q,(0) ,
= (t-1)3 g
Diniclnkt 7;:{/{ MCD, (1) es 16 (t-1) Blt)+(-3) Q. (t) = 7. Dus-
Guienn dones B(t) « Q. (t) de la fwm« F(t)-c ,,‘CQ,,(L‘): al+d <
Mavors ; sudstituind
ct—c+at*+ (-3a+h)t-3b = (cra)t*+ (-Sa+h)t-c-3b =1,
d'on veiem que el coclivents a,b 4 ¢ vénen a(ef&mw.a;ﬁa pet La solu
1 ded sirlemn | |

C+ a
—la+ b

¢~ -3b

qmwialanw:
8(() == ; p Q,,(t): a.ZfH’:: _.’I(t+3)‘

oo
N DO
"—"'"‘"Y"-m...a
S,
BN
"
1
RN
Q\.-
"
|

¥

NOTE BODK
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(<) N TR E24 ____t-é%; zyye?iréfz’?/m |
(Y t3_3t*r5t-2 | tP-et+9 | t- ‘7%7 100/99
c8t-164 400 0
_ 2E7

1] 1 t?/gaf_l/;mé d 'Mz‘:fq
MCD (PM),Q (L) = MCD(U-13-3t% 5t-2, t%ct +9) = 1

mcm (P(t), QU)) - mem( (L 13-3t745t-2,%¢t+9) =
= (Ft3-sttSt-2) (Ect+9) = Lr g2t 11 59t sTE- 1.

"G?)mc{/m.ezm C(),Q,(t) laly que : Pi)EL)+ QUE) QL) = 1. én
(w/w% s ﬁuaffwm Btt) = at+b © Q) =ct3+dt*+el+{, oneds
4)1”//4/(/{(244/% eds delerminaiem foet subslitued: |
(Z.4_t3_3tz+5[,_z) (at+b) + (£6t+9)(c3+dt?sct+ /)
= (@r)tT + (ma+b-6c+d) b7+ (-3a-b+9c-6dte)tS+
+ (5a-3b+9d-6e+f) ¥+ (-2a+5b+9e )1 +98-2b-1.

d’on roble el sifema

e ] + C :0
—a +b-6e+d =10
3a -b+9c-6d + € -0 b\ rotueid: a- 17, d. 3
: Y00 50
-2a+5b t9¢-6f= 0 s 400’ &% oo
=t + = :
‘ZL 7767 /, C = —4—7/ f:&?—’
400 L00

Axd dones, temim
E(Z): CLZf‘é = i

400

(-17’f+57)

Q(t‘)z cPrdt*rel +f :4_40_0 (17[3+2‘/ﬂ+ t+5‘é’). 0
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1Y (079/{) Es comsedenee PE) = v t*-pt=12 ¢ IR [L]
(@) Delermineu P1D 4 doneu la renu clz/ywmfmm’m fuclous promeys,
(b) Thoveu que una de ey aviels de P ) ho & lambe de P < deduiu
la sevu a[mwm;mﬂ‘ao’m faclots prmers de PlL).
(¢) Calouden MCD (PQ), P1E)).
d) Delermmen F(t) < Q1) lals que KO Pt)+ Q,(b) Pt <
= MCD(Pt),PlD) .

Sedueid (@) Pt = t5+t*¢t-12 € [R[E] == PU) = 3t%1t-¢

3 2 ¥ , [ |
4 z d'on: P(t) =3L+28-8 = 3(t+2) (t-%).

'3 -5 0 1 1 -y 12
(b) P(2) = -8+4+16-12 e AR N2

P(t) = 3%t eb-12= (+2)(t-3) A —~T--1ée

veiem, que U=-1 & artel de P(t) Globle) 2| =2 ¢
< de P(1). {——=3——0

() MCD(P(),P() = t+2
(d) B (1), Q) tg: Bt)PE)+ Q) Q) = MCD (P, P'(L)) -
PO (t+2)(843) + Q (F) (3E-4) (1+2) = t+2
< Pt (t+2)(t43) + Q. (H) (3t-4) - 1.
Ugafom - F(t)=c, Q(t) = alttb < Hovvrs -
¢ (t+2)(t-3) + (at+b) (3t-%) = ctct-6c+3at+5b-4a)l-4b
= (C+3a)T*+ (-c+3b-4a)t -6c-4b=1

(+3a =0 -
0 40{000{0/‘5 a:%l l): i, C:—-—9-—.

‘C+3L'j/£( :0 5
"éC“//é = /{ 50 4

Vertamt: Bt)=-2, Q (B< £ (3t+1). 0
50 50
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