Algebra Lineal 1

Problema 3.4. La transformacié que descompon en monofasics un operador d’inductancies és:

1 1 1 1
F=—1[1 a & |,
V3 1 & «
essent o € C, o® = 1, a # 1. Calculeu F*,
4 Solucié. Calculem primer F?:
1 11 1 1 1 1 3 l+a+a? l+ata?
FP=Z[1 a a? 1 o o =5 l+a+a? 1+a2+a? 1+ad+a® |. (1)
1 & « 1 o2 « l+a+a? 1+a®+0® 14+a?2+0?

Si ara es té en compte que, segons ’enunciat: o3 = 1, es veu per una banda que:

1+a®+a®=3, iperlaltra: 1+a?+at=1+a+ad?
ja que: ot = afa = a.
A continuacié ve el “truquet”. Comproveu que:

o —1=(a=1)1+a+a?. (2)
...Surt? Fantastic! A partir d’aqui, només cal adonar-se de que, essent o® = 11 a # 1, (2) implica
necessariament que

l+a+a®=0.

Oi que si? Bé, recapitulem. Tenim: 1+ a3+ a® =311+ a?+a* =1+ a+a?=0. Sisubstituim
aix0 a l’expressié de F? a (1), arribem a:

O O W
w o o
o wo

i finalment,

1 300 9 0 1 00

F4=F2F2:§ 003]|=-]0 0|l=[010]=5

0 3 0 0 9 0 01

on denotem I3 = diag[1, 1, 1], la matriu unitat 3 x 3. >

Remarca 1. De fet, es pot demostrar, per exemple per induccié (exercicil) que:
l—a"=(1-a)l+a+a®+ - +a" ), (3)

per tot n € Ni per « € C qualsevol (dbviament (2) correspondria a n = 3).

Suggeriment: Amb (3), intenteu el problema 1.9 (i.e., el problema 9 del Tema 1: Nombres comple-
zos). en particular, proveu que “la suma de les n arrels n-ésimes d’un ntimero complex sempre déna
zero” i interpreteu geometricament aquest resultat.
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Problema 3.6. Calculeu la poteéncia k-ésima de la matriu:

—
— >

4 Solucié. Escrivim A = AI, + Ny, on I, € M,(R) és la matriu identitat (o unitat) n X n, mentre
que:

0
1 0
N, = € M, (R).
1 0
10
Les matrius d’aquest tipus sén nilpotents, i de fet, és facil comprovar que:

0 0

00 0 0
. 10 0 3 0 0 0
Ny = 1 0 0 Ne=11 0 0 o0 ,

1 0 0 1 0 0 0
0 00 00 0 00 00
00O 00 0 00 00
1 000 -+ 00 0 00 00
'!NVTLE— = . . . y . . ] Nf(’?: .
0 00 00 0 0O 00
100 00 000 00
Aix{ per exemple, per n = 4,

0 00O 0 00O 0000 0000
110 0 O 2 100 00 3_10 000 4 |0 000
Ne=lo 100 M=|lto0o00ol M=loooo|l" MT|looo0o0

0010 0100 1000 0000

Si apliquem la férmula del binomi:
k k
AR = (ML +Np)F = AF L+ 2R (’;) Np+AF2 (’;) N2+ X3 (’;) N3+ -+,\<,C - 1>N5—1+ (k> N,
obtenim:
([ )
-
Bt (vt
AF = : : : ; ; (4)
k k k k
() GoDX GZdA? - A
k k k —
0 (k) (k—l))‘ (1))‘k bR
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Remarca 2. Recordem que si A, B € M,(K), amb K =R é C, conmuten (i. e., AB = BA), aleshores
és valida la férmula del binomi de Newton que coneixem. Es a dir:

k
(A+B)F=>" <k> AF=ip3,
— \J
j=0
En particular, en el nostre cas, agafem A = A\l,,, B = N,,.

Nota: per deduir (4) hem suposat que k € N amb k£ < n. Es deixa com exercici al lector escriure la
férmula corresponent per k € N amb k& > n. Per exemple, si n = 4, llavors:

A
1 A
A= _
7 A
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