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(d) U={(z,y,2,t) eER*: 2 —y+ 32—t =0}.
V ={(z,y,2,t) € R*: £ = 0}.
(e) F ={ao+ a1z + azz? € Ryz] : 9ag — 24a; + 16ay = 0}.

(f) G:{(i 2>6M2(R):a—4b+c+d=0}.

6.23. (*) Considereu un paral-lelogram (A4, B,C,D) en el pla, centrat a ’origen. Demostreu que,
donada una distribucié arbitraria de masses mi,...,ms en punts Py, ..., P;, sempre és possible
ubicar masses adequades m4, mp, mc, mp en els vertexs del paral-lelogram per tal que el
centre de masses del conjunt sigui l'origen. Raoneu que, de fet, només cal emprar dos dels quatre

veértexs en cada cas.

6.24. (**) El repartiment del cost de produccié dels productes P; i P, entre material, ma d’obra,

logistica i d’altres és
vj = (a,b5,¢5,d5), aj+bj+¢j+dj=1

per a j = 1,2. Es pretén produir-los en proporcions adequades per tal d’equilibrar les despeses

en els tres primers conceptes.
(a) Justifiqueu que aix0 és possible si, i només si,
(17 la 1) € [(ah b17 Cl)) (a2 b2 02)] .

(b) Justifiqueu que, aleshores, la proporcié de despesa en “altres” ve donada pel valor de a tal

que

l-a 11—« l—aa E[v v]
3 ' 3 ' 3 ° T S

(6D) Interseccié i suma de subespais.

6.31. (a) En R* considerem els vectors: (1,2,0,1),(2,3,0,3),(3,2,1,2).
Formeu les equacions del subespai vectorial F' que generen.
(b) Considerem G = {(x,y, #,t) € R*|z—y+2z+t = 0}. Determineu una base de G, comprovant
préviament que G és un subespai vectorial.
(c) Doneu les equacions que defineixen els subespais FNG i F + G, aix{ com una base de
cadascun d’ells.
(d) Determineu una base de R* adaptada a F i G.

Solucio:
(a) F={(z,y,2t) € R*:3z —y — 5z —t = 0}.
(b) Una base de G és ((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)).

() FNG = {(z,y,2,t) ER*: 3z —y—52—-t=0, 2 —y+2+t=0}. F+G=R* Una
base de FNG és ((1,2,0,1),(3,4,1,0)).
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6.32. (*) En el sistema de control
& = Az + Bu, AeM,, B € Muxm

el conjunt d’estats z assolibles des de l'origen (mitjangant controls u adients) és el subespai
F C R™ engendrat per les columnes de la matriu de controlabilitat

K=(B:AB: A’B .. }! A"!B)
2 -1 1 0 0
(a) Calculeu FCR" pera A= -2 1 -1 |, B=|1 -1
2 1 3 0 1

(b) Suposeu ara que el segon control és fora de servei i només podem utilitzar u;. La nova
matriu de controlabilitat és la formada per les columnes de K obtinguts a partir de la
primera columna de B:

Ki= (b ! Aby i -+ 1 A" 1)),
Calculeu el subespai Fy C R3 d’estats assolibles des de I’'origen en aquestes condicions.

(c) Andlogament, calculeu el subespai F, C R® d’estats assolibles des de I’origen només amb el
segon control.

(d) Front l’eventualitat que s’avarii un dels dos controls, determineu quins estats finals queden
garantits mitjangant I’altre (tant si és u; com wugy).

6.33. En R%, considerem els subespais F' = Im A (és a dir, F és generat per les columnes de A) i
G =Nuc B (6s a dir, G = {z: Bz =0}), essent

1o o L1

A= , B=|3 1 -1 -2
S U 7 1 -8 -2
01 -1

(a) Calculeu les dimensions de FNG ide F +G.
(b) Determineu una base de E adaptada als subespais F' i G.

Solucié:

(a) dim F =2; dimG = 2; dim(F NG) = 1; dim(F + G) = 3.

-~ ~

(b)

OO =
e S
— O N O
o O O

NG

F+G
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6.34. (*) La descomposicié de Kalman d’un sistema de control
z(t) = Ax(t)+ Bult)
y(t) = Caz(t)
es calcula mitjangant una base adaptada a Im K i Nuc L, essent

C
K = (B, AB, ..., A"B), L= o4
OAn——l

(a) Obtingueu una base de Kalman per a:

11 1 1/2 1/2
0 -2 0 O ’ 1
frd BZ = .
A=|4 0 o 1 | o | c=0 200
0 0 -1 2 0
0
(b) Idem amb B = (1J
1
Solucié:
1/2 3/2 —1/2 7/2 0 200
1 -2 4 -8 0 -4 0 0
(2) K= 0 0 o ol 1o so0o0
0 0 0 0 0 —-16 0 O

Im K N Nuc L = (1,0,0,0)

Im K = [(1,0,0,0), (0,1,0,0)]

Nuc L = [(1,0,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)]
Im K +Nuc L = E.

0 3/2 3 9/2
0 00 O
G K={4 11 1
1 11 1

Im K NNuc L =Im K = [(1,0,0,0), (0,0,1,1)]
Nuc L = [(1’ 0) O) 0)) (07 0, 1) 1)’ (0’ 0) 0’ 1)]
E = [(0,1,0,0), (1,0,0,0), (0,0,1,1), (0,0,0,1)]
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(6E) Suma directa.

6.41. En l’espai vectorial R® es consideren els subconjunts:

i = {(x’y’z)€R3|$+y+z:0}
Vs = {(0,20,30)] a € R}

(a) Proveu que Vi, V» sén subespais vectorials, doneu la seva dimensié i una base de cadascun
d’ells.

(b) Proveu que sén linealment independents.

(c) Proveu que R® = V; @ V5. Doneu la descomposicié d’un vector qualsevol de R? en suma
d’'unde Vi iun de V5.

Solucié:

(a) dimV; =21idimVy=1.
Una base de V; és ((1,-1,0),(1,0,-1)).
Una base de V, és ((1,2,3)).
(b) Vi NVa = {(a, 2, 3a); @ + 20 + 3a = 0} = {0}.

(c) Si u=(z,y,2) € R3, la descomposicié u = uj + ug, u3 € V1, uz € Vo, es:

St —y—2z —x+2y—2z —x—-y+=z
uy = 6 3 3 3 2 )

(x+y+z TH+y+z a:-l-y+z>

= 6 ¢ @1 & @

6.42. (opt.) En E = Ry|t] considerem els polinomis Pi(t) = (t — a)(t — 8), Pa(t) = (t — &) (t — ),
Py(t) = (t — B)(t — ), on a, B,y sén nombres reals diferents. Essent Fy, Fy, F3 els subespais
generats respectivament per cadascun d’aquests polinomis:

(a) Caracteritzeu els subespais Fy, Fy N Fy, Fy 4 Fy, (F1+ Fy)NF3 en termes de les arrels dels
polinomis que hi pertanyen.

(b) Deduiu que Fy, F;, F3 formen suma directa.

(c) Deduiu igualment que P;, Py, Ps; formen una base de E.

6.43. (a) En M3(R) considerem els subespais

F = {M:(Z 2>6M2(R)|a=d}
G = {M:(‘Z S)EMQ(RHb:O,a:—d}

Estudieu si sén linealment independents. Determineu F' + G.
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(b) Analogues giiestions amb

F o= {M:(‘Z 2>GM2(R)/a=b=c;d=O}
G = {M=<‘C‘ 2>6M2(R)/c+d=0}

Solucié:

(a) No sén linealment independents. F' + G = M,(R).
(b) F &G = M(R).

6.44. (opt.) Busqueu un complementari de F' en E essent:

(a) E=R* F =(1,2,0,0),(1,0,0,1)]

(b) E = Rst] F=[1+t1-11]

(c) E=My(R) F={AcE|A=-A%

(d) E = Ralt] F={P(t) e E| P(1) = P'(1); P(0) = 0}

(e) E = My(R) F={Ac€E|tr A—tr A' =0}
() E= MyR) F={A€E|tr ((‘1’ é)A):O}
Solucié: Si notem per G a un complementari de F' en E, aleshores

(a) G=1(0,0,1,0),(0,0,0,1)]. (d) G = [1,£].
(b) G = [t3]. (e) G = {0}, ja que F = E.

0o-[(38).(2 3)-(2 )} we=[(3 )]

4 \
/) (a) /M 110 O
| ot 5, ot B
m’y i g f 0 o 4/ % GZ[(O)OI{I)O)/ (0/0)0)4)'\/
O 4 /; 6 1
—
/11 5 _
(6) W}(; 000zt = G=[E]
-1 o0 o
©0 04y
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(6D) Lulenreccis < suma, de-wémom
631 (a) €n IR commideren ebs veckons : (12,01, (2,3,0,3),(3,2.4,2). Sor-
mest 424 equacions del wdespac Fone generen.

(b) Consideren @:{(’x,y,z,t) €R* z-y+z+t :0} Delerminen
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@) (1 2 3 * 12 3 z 1237 =
L 3124 7w 0 ~1 —4 -2x+Y | (A 0 -1 - Rty
o 0 4 Z 0 0 1 Z 0 0 4 Z
14 Bl R [t 0 1 1 -x+t 0 0 -5 ~3x+y+l
1 213 Z
w ol <1 |-% —2x+y
o 0 A1 2
0o 0 O —3x+y+5'z+t
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