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9. Equacions en diferéncies i sistemes dinamics discrets lineals
(9A) Equacions en diferéncies finites lineals.

9.1. Trobeu la solucié de I'equacié de Fibonacci Fyio = Fiy1 + Fk; =0, K=1.

Solucié: Equacié caracteristica: t2 —t—1=0.

+ V5
Valors caracteristics: 2\/—.
k k
A K 14++5 1-+v5
Solucié general: F = ¢; 5 + ¢ 7 .

O=ci 4+ €1 =
Condicions inicials: 1+v5 1-+5

k k
Solucid: Fy = —% ((] +2\/5) - (1 —2\/3) ) .

9.2. Resoleu les equacions en diferéncies seglients:

Sl

(a) y(k+2)—5y(k+1)+6y(k) =0; y(0)=0, y(1)=1.

(b) y(k+2) —5y(k+1)+6y(k) =0; y(0)=y(l)=1.

(c) y(k+2)—3y(k+1)+2y(k) =0; y(0)=a, y(1)=oa+p.

(d) y(k+2)—2y(k+1)+2y(k) =0; y(0)=1, y(1)=3.
Solucié:

(a) y(k) = —2F + 3.

(b) y(k) =251 - 3.

(c) y(k) =a—pB+p25.

@ vk = a A+ + o (1-if= V2 cos%k+2\/§k sin 7k

1-2¢ l;EZi y
9.3. Resoleu les equacions en diferéncies seglients:

(a) y(k+3)—3y(k+2)+3y(k+1) —y(k)=0; y(0)=1, y(1)=2, y(2)=5.
(b) y(k+3)—y(k+2)—8y(k+1)+12y(k) =0; y(0)=3, y(1)=-1, y(2)=09.

Solucié:

(a) 3 -3t2+3t—-1=(t—-13=0
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y(k) = c1 + cok + c3k?
c1=1, cp=1, 03=2$y(k)=1—k+2k2
(b) 3 —t2—8t+12=(t—2)%(t +3)

y(k) = c12F + cok2¥ + c3(—3)%

_ ok+1 _ 1ok | (_a\k
D) oy el oy =1 }:y(k) 2 k2k 4 (—3)F.

9.4. Determineu la solucié general de les equacions en diferéncies segiients:

(a) y(k+2)+3yk+1)+2y(k) =2.

(b) y(k +2) — 2y(k + 1) + y(k) = 12k.

(c) y(k+3)—3y(k+1)+3ylk+1)+ y(k) = cos(2k).
(d) y(k42) = 3y(k+ 1) + 2y(k) = 3.

9.5. (opt.) Resoleu l’equacié en diferéncies
y(k+1) —5y(k) =1

i deduiu-ne una solucié per a l'equacié en diferéncies no lineal

z(k—i—l):%.

9.6. Proveu que les solucions de
1
ylk+2) —y(k+1)+ Zy(k) =2
tenen com a limit el punt d’equilibri, calculant-les previament.

9.7. Determineu quines de les solucions de ’equacié
1
y(k +3) — gy(k+2) —dy(k + 1) + 2y(k) = 4

tenen com a limit el punt d’equilibri.

9.8. (*) (Joc de la ruleta.) Es tracta de calcular la probabilitat que un jugador de ruleta faci saltar
la banca. Suposarem que inicialment el jugador té A fitxes i la banca en té B, i que el jugador
es juga una fitxa a cada tirada. Designem per p la probabilitat de que el jugador guanyi la fitxa,
per ¢ la probabilitat de que perdi la fitxa i per u(k) la probabilitat de fer saltar la banca quan
el jugador té k fitxes.

(a) Justifiqueu que
u(k)Ppu(k + 1) + qu(k — 1), w(0)=0, uw(A+B)=1

i determineu la solucié d’aquesta equacié.

(b) Determineu ’equacié en diferéncies i la solucié de la mateixa en el cas de jugar a color en
una ruleta de 37 caselles.
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9.9.

9.10.

9.11.

(c) Trobeu l'equacié en diferéncies que satisfa u(k), i determineu la seva solucid, en el cas de la
ruleta de Montecarlo, en que si surt el “0” la fitxa es reté, podent el jugador guanyar-la o
perdre-la en la tirada segiient (també pot continuar estant retinguda) sense que en cap cas
en pugui guanyar una d’addicional.

(d) Compareu les probalitats de fer saltar la banca en el cas de jugar a color en la ruleta
tradicional i en la de Montecarlo.

(*) (Equacid dels tres moments.) L’analisi de les bigues requereix ’avaluacié dels moments que
actuen en els suports. Aquests moments satisfan I’anomenada “equacié dels tres moments”, que
és la relacié entre els moments que actuen en tres suports consecutius.

Una biga en voladis es recolza en N suports separats un de ’altre 3 m, i una carrega de 227 Kg
actua a ’extrem de la biga a 3 m del primer suport. Sigui M (k) el moment en el suport k-ésim.
Per tant, M(0) = 681 Kg m. Suposem que la biga esta rigidament fixada en el suport N —1,
amb la qual cosa M (N — 1) = 0. Es satisfa ’equacié dels tres moments.:

M(k+2)+4M(k+1)+ M(k) =0, k=0,1,...,N—3 (+)

(a) Determineu la solucié general de equaci6 en diferencies (*).
(b) Trobeu la solucié particular de (*) que satisfa les condicions de frontera M(0) = 681,
M(N —1) =0 (la solucié inclou N).

(c) Suposem ara que perllonguem la biga fins a l'infinit per la dreta (és a dir, N — 00). Trobeu
la solucié particular de (*) que satisfa les condicions de frontera M (0) = 681, M(co) = 0.

(¥*) (Voltatge en una cadena d’aillants eléctrics.) Suposem que tenim una “filera d’aillants”,
formada per n—1 aillants idéntics que estan connectats per conductors metal.lics també idéntics.
El primer aillant estd connectat a terra per la unié amb la torre, I'altim esta connectat a la linia

de conduccid, la qual porta un corrent altern de freqiiéncia w. Considerem ara un conductor

metal.lic qualsevol entre dos aillants. Si denotem el voltatge del conductor k per Vi, el corrent
entre el conductor k— 1 i el conductor k és I = iwC1(Vi—1 — Vi); entre el conductor k i el terra

. “ . , . o -~ . , .
és i = —wCqVj, on Ci és la capacitat entre dos conductors contingtts 1 Cy és la capacitat

d’un conductor respecte al terra. Es veu que Iy1 = Iy + 4 i, per tant,Conme<.
C1(Viy1 — Vi) — C1 (Vi — V1) — G2V, = 0.
Les condicions de frontera sén Vo =01 V, = U, essent U el voltatge de la linia de conduccié.

(a) Trobeu la distribucié del voltatge al llarg de la cadena.
(b) Interpreteu el resultat obtingut.

(*) (Teoria de la informacid.) Imagineu un sistema de transmissié d’informacié que usa un
alfabet format només de dos simbols: el punt i el guié. Els missatges es transmeten mitjangant
una prévia codificacié en una “corda” d’aquests simbols.

Cada simbol requereix un cert temps per a la seva transmissid, de manera que en un temps
fixat només determinades cordes poden ésser transmeses: indiquem per Ny el nombre de cordes
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diferents que poden ser transmeses en un temps ¢. Shannon defineix la “capacitat” C' de un
sistema de transmissié (mesurat en bits per unitat de temps) mitjancant

@ = ligm M,

t—o00
a) Suposeu un sistema en el qual tant el punt com el guié requereixen una sola unitat de temps
p
per a ésser transmesos. Verifiqueu que N; = 2! i per tant C' = 1.
(b) Suposeu ara que el punt requereix una unitat de temps, mentre que el guié en requereix
dues.
i) Quins sén els valors de N1 i N7 (Recordeu que només sén permesos el punt i el guid;
g
el “blanc” no és permes).
(if) Justifiqueu 'equacié Ny = Ny—1 + Ny—o.
(iii) (**) Calculeu la capacitat d’aquest sistema.
(Nota: utilitzeu els niimeros de Fibonacci.)

9.12. (*) (Teoria de cues.) Un petit taller treballa sota comanda, i serveix mantenint ordre de recepci6
de les comandes. Suposeu que en una hora hi ha una probabilitat p (molt petita) de rebre una
comanda, i que practicament mai no en rep dues. Suposeu igualment que hi ha probabilitat ¢
(també molt petita, perd major que p) de que una comanda en realitzacié sigui completada en
el termini d’una hora, i que practicament mai no es completen dues comandes dins la mateixa
hora. Es tracta de calcular, en mitjana, quantes comandes estaran en cua d’espera, pendents de
completar.

Per a aix0, designeu per u(n) la probabilitat de que la cua sigui n.

(a) Justifiqueu les relacions:
(i) u(n) =pun—1)+quin+1)+ (1 —p—qu(n), n>0.
(i) u(0) = qu(1) + (1 - p)u(0).
(iil) Zu(n) =1.
(b) Calculeu u(n).
~ (c) Calculeu u(0).
(d) Justifiqueu que la mitjana demanada és Enu(n), i calculeu-la.

(e) Deduiu quina és la mitjana minima compatible amb «(0) < 0'1.

(9B) Sistemes dinamics discrets lineals.

9.21. Considereu el sistema lineal

(el 1= SoulB)er Salh) = cualh) o+ ~walB)+1
wo(k +1) = ? z1(k) + i’? o (k) + ?923(»"9) + swa(k) — 1
< z3(k+1) = iu( k) + ‘fa.a(k) + —z3(k) + swa(k) + 2
va(k+1) = i-*31(“ o i’ ra(k) + ilfa("*?) + zza(k) -1

3
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