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que poden ser transmeses en un temps t. Shannon defineix la “capacitat” C' de un Sistema de

trm‘tﬁ\l_nissié (mesurat en bits per unitat de temps) mitjancant Vi
' . logs N '
C = lim 2827t
t—o0

(a) Suposo{'i' un sistema en el qual tant el punt com el guid requereixen up4 sola unitat de temps
per a ésser L! ansmesos. Verifiqueu que N; = 2! i per tant C = 1. p
(b) Suposeu ara qu(‘ el punt requereix una unitat de temps, mentre que el guid en requereix dues.
(i) Quins sén (tlh\_valors de Ni i Np? (Recordeu que només 86 permesos el punt i el guid; el
“blanc” no és permes). i
(i1) Justifiqueu 1’eq11£it;i_§3 Ny = Ni_1+ Nyo.
iii alculeu la caf citat d’aquest sistema.
iii) (**) Calculeu | tat d’ t sist
(Nota: utilitzeu els numm os de Fibonacci.)

//(

/
4

12. (*) (Teoria de cues.) Un petit la]lcl\tloballa sota mn{mda i serveix mantenint l'ordre de recepcid
de les comandes. Suposeu que en un}a hora hi ha“una probabilitat p (molt petita) de rebre una
comanda, i que practicament mai no en rep duea Suposeu igualment que hi ha probabilitat ¢
(també molt petita, perd major que p) cl\e\lqﬁc una comanda en realitzacié sigui completada en
el termini d’una hora, i que pr &,cticamon;,”limi no es completen dues comandes dins la mateixa
hora. Es tracta de calcular, en mlt}‘]ﬂ.l'll;}, quantc.g. comandes estaran en cua d’espera, pendents de
completar.

Per a aix0, designeu per u(n) la pr'éha.biljta.t de qllé“-l_ﬁ'l. cua sigui n.
(a) Justifiqueu les relacions; \
(i) u(n) = pu(n — 1Y% qu(n+1) + (1-p— qu(n),\a > 0.
(i) u(0) = qu() ¥ (1 - p)u(0). %
(ii) Xu(n) =1, %
(b) Calculeu u( y-ﬂ/. \
(c) Calculew "'i'.'::({})‘ \
(d) J ust_i__ﬁ'fiueu que la mitjana demanada és Ynu(n), i calculeu-la. :
)

(e I}e‘('l/uiu quina és la mitjana minima compatible amb u(0) < 01.
(9B) Sistemes dinamics discrets.

1. Considereu el sistema lineal

21l + 1) = SpilB o (k) + —za(k) + —wa(k) + 1
< zo(k+1) = % (k) + %xg(k) + %1‘3(/&‘) + %M(k) -1

za(k +1) = ;" 21 (k) P?xg(k)+§x3(k)+%x4(k)+2
| a4 1) = (k) + 5aa(h) + 5os(k) + zoa(k) — 1
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9.

10.

11.

(c) Troben Pequacié en diferéncies que satisfa u(k), i determineu la seva soluci6, en, d cas de la
ruleta (le Montecarlo, en queé si surt el “0” la fitxa es reté, podent el Jug,culor ‘guanyar-la o
perdre-la en la tirada segiient (també pot continuar estant retinguda) sense qu(‘ en cap cas en
pugui gua.nyar una d’addicional. /

(d) Compareu les' probalitats de fer saltar la banca en el cas de jugar a color en ch ruleta tradicional
ien lade M011Lccaz lo.
. /
(*) (Equacid dels tres ﬁi\oment& ) L’analisi de les bigues requereix l’d\-’cl/l{id&ié dels moments que
actuen en els suports. Aqlieqtb moments satisfan I’anomenada ° equac1o dels tres moments”, que és
la relacié entre els moments que actuen en tres suports consecutius. /
Una biga en voladis es 1ccolz}g( en N suports separats un de l'altre 5 m, i una carrega de 227 Kg
actua a extrem de la biga a 3\m del primer suport. Sigui M (k) ;‘I moment en el suport k-ésim.
Per tant, M(0) = 681 Kg m. Suposem que la biga esta rl'gidzuuem fixada en el suport N — 1, amb
la qual cosa M(N —1)=0. Es seﬂtisf& Pequacié dels tres Irlorl'l_g'?lts.:
A\ J

M(k+2) +4AM(EN 1)+ M(k) =0, /=0,1,...,N—3 (%)

(a) Determineu la solucié general de l’éiluacié en cliferé,r’i'cies (*).

(b) Trobeu la solucié particular de (*) que bcttlﬁfd Ios;condmlons de frontera M (0) = 681, M(N —
1) = 0 (la solucié inclou N). /

(¢) Suposem ara que perllonguem la biga ﬁns."'q _J-’ril'![:illii.- per la dreta (és a dir, N — o0). Trobeu
la solucié particular de (*) que satisfa les {':p‘n._diciuns de frontera M (0) = 681, M(co) =0.

(**) (Voltatge en una cadena d’aillants (fr’r,f'rics) Suposem que tenim una “filera d’aillants”,
formada per n — 1 aillants idéntics que e&.t:;.h L{Jllll(,LtlLLb per conductors metal.lics també idéntics.
El primer aillant esta connectat a terra pey 'la unié amb la torre, 1'iltim estd connectat a la linia de
conduccid, la qual porta un corrent alt-e;ﬁ de freqiiencia u"),l Considerem ara un conductor metal.lic
qualsevol entre dos aillants. Si flonol,em el voltatge del cémductor k per Vi, el corrent entre el
conductor k£ — 1 i el conductor k é8 Iy = iwCi(Vig—1 — Vk) entre el conductor k 1 el terra és
iy = —twCyVy, on C) és la (npdmtdt entre dos conductors (,unmuguts i Oy és la capacitat d’un
conductor respecte al terra. Es veu que Iy = Iy + i i, per lfmt COMt( %5

C}{VA+1 = Vi) = C1(Vi — Vi—1) — CQVk: 50,
Les condicions de frontert)' sén Vo =01V, = U, essent U el voltatge de la linia de conduccid.

/
(a) Trobeu la distribytié del voltatge al llarg de la cadena.
(b) Interpreteu el q,ﬁ'é;ultat obtingut.
(*) (Teoria de lanformacid.) Imagineu un sistema de transmissié d'infor xmu,m que usa un alfabet
format només de dos simbols: el punt i el guié. Els missatges es transmeten mltilﬂlgdl‘lt una previa
codificacié ey ‘una “corda” d’aquests simbols.
Cada smlbgﬂ requereix un cert temps per a la seva transmissid, de manera que en \un temps fixat

només deferminades cordes poden ésser transmeses: indiquem per N; el nombre de cordes diferents

.\
\,
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(a) Trobeu-ne una solucié particular.

(b) Doneu la solucié general del sistema.

2. Resoleu el sistema segiient:

( 1k +1) = o1(k) + 3o2(k) + go8()
< zo(k+ 1) = zzo(k) + 1:1:3( k) + 500
z3(k +1) = ga(k) + Jza(k)
| @alk+1) = Jealk) + 1000

3. Trobeu el conjunt de solucions del sistema

{ :L‘l(k) -+ 1) = .’L'l(k:) + .’Bg(k])
2ok + 1) = za(k) + 1

4. Estudieu l'existéncia de punts d’equilibri i de solucions fitades per al sistema

{ :L'l(k) + 1) = —3.’1:1(/6) - 2$Q(k)
:Eg(k‘ + 1) = 2(E1(k) + .’Ez(k))

5. Considereu el sistema d’equacions en diferéncies:

.’El(k)+ 1) = 1‘I](J!n.) 4 liLQ(ﬂ) -+ 113(&)

1 1

zo(k + 1) = a1 (k) + =aa(k) + —a3(k)

.’E3(l€+ 1) = 2.‘{.'1(1[8) -+ Ilg(k) + 5!4“-}

Indiqueu quines son les solucions del sistema que sén
(a) Convergents (a un punt d’equilibri).
(b) Fitades, perd no convergents.

(c) Divergents.

6. Determineu els modes propis i els modes dominants per al sistema d’equacions en diferencies:

Lo (k) + waa(k) + (k)

ci(k+1) =
zo(k 4+ 1) = -z (k) + } o (k) + ‘EM(M
Ij(k‘l‘]):guf](k)—i'g (h)-{-z—lf;“;]

7. (*) En estudi de Lamberson (1992) sobre la supervivéncia del mussol america, va obtenir experi-

mentalment que:

Jet1 Ji 0 0 033
Ski1 | =A| S¢ |, A= 018 0 0

Ay Ak 0 071 094
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on Ji, Sk 1 Ax indica la poblacié “jove” (fins a 1 any), “subadulta” (entre 1 i 2 anys) i “adulta”,
respectivament, 'any k.

(a) Verifiqueu que els valors propis de la matriu A obtinguda sén aproximadament: 098, —0'02+
0'213.
(b) Deduiu que en aquestes condicions, I’especie tendeix a 1’extincid.

(c) Verifiqueu que si I'index anual de superviveéncia dels joves fos del 30% en lloc del 18%, aleshores
els valors propis resultarien: 1’01, —0'03 & 0'26¢. Deduiu igualment que aleshores la poblacié
tendiria a augmentar.

(Nota: I'index de supervivencia referit és efectivament millorable mitjangant politiques fore-
stals adients.)

(d) Calculeu quin és el minim {ndex anual de supervivéncia dels joves, per tal d’evitar I’extincid.
(e) En les condicions de (c), calculeu la distribucié poblacional entre joves, subadults i adults a la

qual s’hi tendiria.

8. (*) Considereu el model simplificat pressa / depredador

Diy1 Dy, 05 04
= A, =
( Py > Aa( B )’ ° —a 11 )
on P, i D, indiquen respectivament la poblacié de preses i de depredadors en l'etapa k.

(a) Demostreu que els valors propis de la matriu A, sén menors que 1 si, i només si, a > 0'125.
(b) Justifiqueu que aleshores ambdues espécies tendeixen a ’extincid.

(c) Justifiqueu analogament que per a o < 0’125 les poblacions tendeixen a augmentar i que per
a o = 0125, a estabilitzar-se.

(d) Calculeu la distribucié de la poblacié a la qual es tendeix per a a = 0'125 i o = 0/104.
Interpreteu el resultat.

9. (*) Els ”index d’accessibilitat de Gould” han estat utilitzats en diversos problemes geografics, com
ara xarxes de transport o moviments migratoris. Per a la seva determinacié es configura una xarxa
(o graf) representant les ciutats (o altres entitats geograficament significatives) i les connexions
entre elles.

Per exemple:
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Suposant numerats els nusos o vértex (i = 1,...,n), se'n diu la seva matriu d’adjacéncia (modifi-
cada) la matriu simétrica A = (as;) € My (R) definida per: ay; = 1; a;; = 1 6 0, segons els vertex
corresponents estiguin 0 no connectats per un arc. Aix{, per al graf anterior seria:

A=

O = =
O = = =
= O O

1
1
1
1

Es demostra que el seu valor propi més gran és positiu i simple, i que podem prendre com base
del seu 1-subespai propi un vector de coordenades positives, que sumin 1. Aquestes coordenades es
diuen els index d’accessibilitat de Gould dels vértex corresponents.

(a) Calculeu els index d’accessibilitat de Gould per als vértex dels graf anterior

(b) Analitzeu si el resultat obtingut s’adiu amb la idea intuitiva d™ accessibilitat” de cada vertex.

Suposem que inicialment en cada vertex hi ha un cert nombre (no nul) d’objectes
z1(0),...,z2,(0), i que en cada unitat de temps cada objecte crea una seva replica en cadascun
dels vértexs adjacents. Designem per z1(k),...,zn(k) els objectes que, en el vértex corresponent,
hi ha en l'instant k. Per exemple, seqiiéncies possibles en 1’exemple anterior serien:

(1,1,1,1), (4,3,3,2), (12,10, 10,6), (38, 32,32, 18), . ..
(1,2,3,4), (10, 6,6,5), (27, 22,22, 15), (86, 71,71,42), . ..
(4,3,2,1),(10,9.9, 5), (33, 28, 28, 15), (104, 89, 89, 48), . ..

(c) Raoneu que, per a ’exemple anterior, la relacié entre les situacions als instant k£ i k+ 1 ve

donada per:
z1(k+ 1) = z1(k) + z2(k) + z3(k) + z4(k)
zo(k + 1) = z1(k) + zo(k) + z3(k)
.’123(/4) + 1) = CCl(k‘) + .’L‘z(k) + ivg(k)
:E4(/€ + 1) =S 331(/9) + :E4(k,')

(d) Demostreu que, asimptoticament, el percentatge d’objectes en cada vertex ve donat pels index
d’accessibilitat de Gould, amb independencia de la situacié inicial.

(e) Calculeu, en les seqiiéncies anteriors, el percentatge d’objectes en cada vertex per a k = 3 i
compareu-los amb els index obtinguts en (a).

(f) Raoneu que en un graf qualsevol les equacions de (c) resulten z(k + 1) = Az(k) i deduiu que
la, conclusié de (d) es generalitza a tots els grafs.

10. (*) En models de la forma xz(k + 1) = Axz(k) sovint es requereix la condicié
z1(k) + -+ an(k) =ct. (=21(0) + - +zn(0))

(a) Demostreu que una condicié necessaria i suficient a tal efecte és: la suma dels coeficients de
cada columna de A és 1.
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11.

12.

13.

14.

15.

(b) Demostreu que aleshores 1 sempre és un VAP. Trobeu-ne un VEP.
(c) Demostreu que v=(v1,...,vpn) és un VEP d’un VAP A\=/1, aleshores vy + - -+ + v, =0.
(d) Dedulu que els inics VEPS amb coordenades totes positives sén els del VAP A = 1.

(*) (Epidémia.) Una epidémia afecta el 10% de la poblacié encara sana cada mes i, dels que estan
malalts, es posen bons un 80%, mentre que el 20% restant moren. Determineu l’estat estacionari
de la malaltia.

(*) (Central d’autobusos.) Considerem una companyia d’autobusos, amb centrals a quatre ciutats
A,B,C i D. Cada setmana el moviment d’autobusos és el seglient:

e Dels que hi ha a cadascuna de les centrals A i B, un terg se’n va cap a C, un ter¢ cap a D,
i Maltre terg roman a la propia central.

e Dels que hi ha a cadascuna de les centrals C' i D, se’n va un ter¢ cap a casascuna de les altres
tres centrals.

(a) Denotem per a(k), b(k), c(k), d(k) el nombre d’autobusos a les centrals A, B,C i D, respec-
tivament, en la setmana k. Deduiu a(k), b(k), c(k) i d(k) a partir de les condicions inicials
a(0), b(0), c(0) i d(0).

(b) Calculeu:

o a(k)+b(k)+c(k) +d(k), pera k=1,2,....
o lim{a(k), b(k), c(k), d(k))

i interpreteu aquests resultats.

(*) (Connezid en cascada de quadripols asimétrics.) Considerem un circuit eléctric que consisteix en
una cadena de n quadripols idéntics connectats, cadascun d’ells amb dues entrades i dues sortides.
Posem Iy, Ir41 a les intensitats d’entrada i de sortida del quadripol que ocupa la posicié k, i
designem per Fy, Ei1 els potencials induits per forces externes, sobre el mateix quadripol. Les
lleis de Kirchhoff ens donen les relacions segiients: Iy = Ixy1 i Ex = Egy1 + Clg4. Determineu,
per a un quadripol qualsevol, la seva intensitat d’entrada i el potencial a partir de Iy i F;.

(*) (Evolucid del mercat.) Tres marques A, B i C competeixen oferint un mateix producte. Su-
posarem que un client genéric no compra mai dos cops consecutius el mateix producte. Si el primer
dia compra el producte de la marca A, el segon dia compra la marca B. Si en canvi ha comprat la
marca B o C el primer dia, pot ser que el segon dia compri qualsevol de les altres dues marques,
perd la probabilitat de que compri la marca A és doble que la probabilitat de que compri 'altra
marca. Estudeu quina és a la llarga la probabilitat de que compri cadascuna de les tres marques.

(*) (Probabilitats.) Suposem que tenim dues urnes, la primera amb dues boles blanques i la segona
amb tres boles negres. A cada pas, procedim extraient una bola a ’atzar de cada una i intercanviant
les dues boles extretes. Proveu que la probabilitat de que a la llarga a la urna primera hi hagi dues
boles negres és la mateixa que si tinguéssim les cinc boles i calculéssim la probabilitat d’extreure
dues boles negres per a col.locar-les a la primera urna.
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