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Integracié sobre corbes

\{

Corbes a R” (tipus i parametritzacions)

v

Longitud d’'una corba: long(C) :/ de
c

v

Integral d’una funci6 escalar f sobre una corba: / fde
c

v

Circulacié d’'un camp vectorial F al llarg d’una corba orientada:

[ (F.ab)



Corbes a R"
@ Nocions (informals):

corba suau: sense angles ni punxes

corba simple : sense autointerseccions

corba regular: suau i simple

corba tancada: si els punts inicial i final coincideixen

corba regular a trossos: formada per un nombre finit de corbes
regulars, C= C; U---U C,, de manera que el punt final de cada
tros C; és el punt inicial del tros seglient C;. 1

vV vy VY VvYy
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@ Una corba regular C ¢ R" admet una parametritzacio regular :

o: I=[ab] — R
t = o(t) = (xq(1),...,xn(t))

que compleix:

x C=o(l)={o(t): tel}

+ és de classe ('

* €s injectiva (excepte que tindrem o(a) = o(b) si la corba
és tancada)

x o'(t) # 0 peratott e (a b) (admetem que o'(t) tendeixi a 0
sit—atot—b")

@ En el cas d'una corba regular a trossos, C = Cy U---U C,, usualment
considerem, per a cada tros C;, una parametritzacioé regular
ai(t), t € [aji, bj] (podem fer que b; = a;,1 per a cada i, perd no cal)



@ En cada punt (regular) o(t) d’'una corba C, considerem:
» o'(t) = (x{(),...,xp(t)), vector tangent (segons la parametritzacio
escollida, n’hi ha infinits possibles tots en la mateixa direccié)
> 'Ol = /X4 (£)2 + -+ x3(1)2, velocitat
o'(t)
> To. t = y
O = 1o

associats a les dues orientacions de C)

vector tangent unitari (n’hi ha dos possibles,

@ Dues parametritzacions regulars d’'una mateixa corba C,
o(t), tel ~(s), sed
es relacionen per un canvi de parametre t = h(s)
(cal h: J — I bijectiva, C' iamb h’(s) # 0 per a tot s).

Aplicant la regla de la cadena a la igualtat (s) = o(t), amb t = h(s),
obtenim:

V(s)=a'()-h'(s), V(SN =1"DO-[h'(s),  Ty(s) =+£T,(1).
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Longitud d’una corba

@ Def.: C C R" corba regular, parametritzada per o(t), t € [a, b]

b
long(C) = / lo'(8)] dt

— [ a
c

» Notacio : ‘ d¢ = ||o’(t)| dt ‘ és I'element de longitud (o element

escalar de longitud)

» Obs.: la longitud no depen de la parametritzaci6 escollida

@ Si C és corba regular a trossos, C= Cy;U---U Cr, sumem les

r
longituds de cada tros:  long(C) = ) _ long(C;)
i=1
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@ Cas particular 1: una grafica a R?
Considerem la corba C definida per y = f(x), a<x<b

Es pot parametritzar prenent la propia coordenada x com a parametre:
o(x)=(x,f(x)), a<x<b.

Lelement de longitud és | d¢ = 1/1+ f/(x)? dx | (i servira per a d’altres

integrals de funcions escalars sobre C), i obtenim

long(C) = /ab1/1 + f'(x)? dx

Obs.: Si a(x) és I'angle que forma (en cada punt) el vector tangent amb
dx

cosa(x)

b
la direcci6 horitzontal, podem escriure: long(C) = /
a

@ Cas particular 1’: grafica d’una corba a R3,
definida per y = f(x), z=9(x), a<x <b.

Parametritzant per o(x) = (x, f(x), 9(x)), a < x < b, obtenim:
b

long(C) = / 1+ 7002 + g (x)? ax.
a

N 4 4 444 7149




@ Cas particular 2: corba de R? expressada en coordenades polars

En les coordenades polars (r, ) de R2, considerem la corba C definida
per r=9(0), a<6<bh.

Passant a coordenades cartesianes (x, y), tenim la parametritzacié

o(8) = (g(8)cos b, g(f)sinh), a<6<h.

Lelement de longitud és | d¢ = ,/g(0)? + g’(#)? do

i obtenim )
long(C) = / (02 + g(0)2 ao
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Integral d’'una funcio escalar sobre una corba

@ Def.:
C C R" corba regular, parametritzada per o(t), a<t<b
f: C — R funcié escalar, continua a trossos (pot tenir discontinuitats,
perd només evitables o de salt finit)

/fde—/ (o (1) o' (8)] dt
@ Obs.:

» si f =1, obtenim la longitud de C

» la integral d’una funcié escalar f sobre C no depen de la
parametritzacio escollida

» si C ésregular atrossos, C= CyU---UC,, apliguem la definicio
r

sobre cada tros i sumem: /fdézz fde
c Ci



@ Interpretaciéo més simple:

En el cas d’'una corba plana C c R?, i suposant f > 0, podem veure la

integral / fd¢ com 'area d’una tanca que té com a base la corba C
c

i altura en cada punt donada per la funci6 f.



@ Aplicacions de les integrals sobre corbes

Ara veurem la corba C C R" (n = 2 0 3) com un filferro o cable, amb una
densitat lineal de massa donada per una funcié p: C — R, p > 0.
Aleshores podem calcular:

» Massa
m(C) = / pdl
c

» Mitjana d’'una magnitud f: C — R (p.ex. la temperatura),

_:M /Cfpdz

» Cenire de masses

(x,¥,2) = (/ Xxpdl, /ypd€ /Zpdé)

> Momentd/nerCIa respecte un eix e;
sir: C — R és la distancia de cada punt de C a l'eix e,

C




@ Aplicacions en el cas homogeni d’un filferro de densitat p = const,

» Massa
m(C) = plong(C)

» Mitjana d’'una magnitud f: C — R

< 1
A eRAL

» Centre geomeétric

(7,7,7):@ (/deé,/cydé,/czdé)

» Moment d’inércia respecte un eix e

C



Camps vectorials

@ Un camp vectorial sobre un domini & C R" és simplement una funcié
vectorial, entenent que a cada punt del domini li assigna un vector,

F: U cR"— R" (pot ser continu, de classe C1, etc)
~~ ~—~

punts vectors

Notacions:

» F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) pera uncamp vectorial a R? (c.v. “pla”)
» F(x,y,z) = (P(x,y,2),Q(x,y,Z2)) perauncamp vectorial a R®

En canvi, un camp escalar assigna a cada punt un escalar (és a dir, un
nombre real).

A~ =X

a \ 5 i
T AT s
u.;a) _— i:f 1-5)
o ———
camp vectorial camp escalar
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@ Alguns fenomens fisics vénen descrits per camps escalars, i d’altres per
camps vectorials.

» camps escalars: temperatura, pressio, ...
» camps vectorials:

* camp de velocitats (p.ex. d’'un corrent d’aigua)
* camp de forces (gravitatori, electric, .. .)
* (etc)

@ Segons el context fisic, un camp vectorial s’associa a un tipus o altre de
sistema d’EDOs,

* per a una particula que es mou segons un camp de velocitats:
X' = F(X).

* per a una particula de massa m (o carrega q) sotmesa a un camp de
forces: mX"” = F(X) (sistema d’EDOs de segon ordre)

Cada solucié X(t) = (x1(t),...,xn(t)) és una possible trajectoria de la
particula (una corba parametritzada pel temps t).



Circulacio d’un camp vectorial al llarg d’una corba

@ Def.:
C C R" corba regular, parametritzada per o(t), a<t<b
F : C — R" camp vectorial, continu a trossos
La circulacié de F al llarg de C, segons la parametritzacié o, és

b
/<F, dé’>:/a (F(o (1)), o'(t)) dt

» Notacié : | d€ = o'(t)dt | és el vector diferencial de longitud
(o element vectorial de longitud)

» si C és regular a trossos, apliguem la definicié sobre cada tros
i sumem
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@ Meés notacions:

» Si C és corba tancada, escrivim f(F, ae)

(e

» Si F=(P,Q) camp vectorial a R?, podem escriure

tﬂFdE /PM+QW

= [ 1Py 0) %0 + B0,y (0) (01
on o(t) = (x(1), y(t)), i usem la notacié dx = x'(t) dt,
dy = y'(t) dt
» Analogament, si F = (P, Q, R) camp vectorial a R, podem
escriure

tﬂFA@:/PM+Ow+Rﬂ



@ Interpretacio: Si F camp de forces, la circulacio / (F, df ) correspon

al treball realitzat per F sobre una particula que es mou al llarg de la
trajectoria o:

» forga favorable al moviment si ( F(o(t)), o’(t)) > 0 (angle agut)
» forga contraria al moviment si ( F(o(t)), o’(t)) < 0 (angle obtus)

Obs.: Si F és ortogonal al vector tangent o/ (t) per a tot £, el treball
o circulacio és 0.



@ Orientacio d’una corba

» Una corba C entre dos punts A i B té dues possibles orientacions:
de Aa B,ide Ba A/ isilacorba és tancada?)

» Una definicié millor: una orientacié consisteix en escollir un vector
tangent unitari T en cada punt de C, de manera que el camp
p— T(p) sigui continu (només hi ha dues possibilitats)

» Escriurem C* i C~ les dues orientacions de la corba (la que “ens

interessa” i “l'altra”)

» En general, no hi ha una manera estandard d’escollir
l'orientacié C™ (només en casos concrets com quan la corba és la
vora o frontera d’'un domini de R? o d’'una superficie de R3)

» Una parametritzacié o(t), a <t < b, de la corba C s’anomena
compatible amb l'orientacié C* si, en cada punt, el vector tangent

!
unitari T,(t) = o) és el que correspon a C*

llo" (D1l

N 4 4 444 18/49



@ Circulacio al llarg d’'una corba orientada

Det: | (F. d£>:/g<F, d£>:/ (F(o(1)), o'(1)) dt,

a
essent o(t), a <t < b, parametritzacié compatible amb C*

/7<F, af) :—/C+<F, af)

@ Podem escriure:

[ (F.a) :/C<F, T,)de

per a qualsevol parametritzacié o compatible amb I'orientacié C™.
Notem que ( F, T, ) és la component tangencial de F en cada punt de
la corba (és una funcié escalar).

@ Deduim de la férmula anterior que la circulacié no depén de quina
parametritzacié concreta de la corba fem servir, perd si de la seva
orientacié
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Els teoremes integrals |

Operadors diferencials
f:U CR"— R camp escalar

F=(f,....f): U CR" — R" camp vectorial
[Usem el simbol “nabla™ V = (% ..., 7=) ]
» gradient. gradf=Vf = (887" ,.”,;7">
1 n
. N . - 8f1 8fn
d : F= Fy =1 4.,
» divergencia. div (V, F) % 44 o

» rotacional (3D): si F = (P, Q,R),
rOtF:V/\F :(Ry_oz,Pz_Rx,QX_Py):

T Yo ~
QYo ~
TRl x

» rotacional (2D): si F = (P,Q), rotF =(0,0, Qx— Py)
, 02f 02f
laplaciana: Af = di df) = fy =—+ 4+
> laplaci iv(grad f) (V, Vf) X2 + X2
Obs.: rot(gradf) =V AVF=0, div(rotF)=(V,VAF)=0
(si f, F sbn C?)
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Els teoremes de Newton-Leibniz i de Green ens donen formules
alternatives per calcular la circulacié d’'un camp vectorial al llarg d’'una
corba, que podrem aplicar en determinants casos.

Camps conservatius
F:U Cc R" — R" camp vectorial (definit en tot un domini ¢/ de R")

» En general, la circulacié de F entre dos punts depén de la corba
recorreguda entre els punts inicials i final.

» Def.. F és conservatiu si, donats dos punts A, B € U, la circulacié
de F entre Ai B no depén de la corba recorreguda, dins el
domini .

Def. equivalent: F és conservatiu si la circulacio6 al llarg de
gualsevol corba tancada continguda en i/ és 0.

» Def.: F prové d’un potencial escalar si F = Vf per alguna funcié
f:U Cc R" — R, que rep el nom de potencial escalar o “primitiva”
(si existeix, és Unic llevat de constant additiva).




Teorema de Newton-Leibniz (o del gradient)

Un camp vectorial F : U C R"” — R” és conservatiu
si i només si prové d’un potencial escalar: F = Vf

Llavors, si C™ corba orientada continguda en ¢/, amb
origen al punt Ai final al punt B,

/ (F, df) = f(B) — f(A)
C+

» Interpretacio fisica: Considerem el sistema ’'EDOs mX" = F(X),
corresponent a una particula de massa m que es mou sota el camp
de forces F.

Suposant que el camp de forces és conservatiu, escrivim
F = —VU illavors U(X) és I'energia potencial. Tenim:
* |'energiatotal E = %mHX/H2 + U(X) és quantitat conservada;
* el treball realitzat per F sobre la particula entre els instants fp i t; és
U(X(t)) — U(X(t1)).



» Condicié necessaria (suposant F de classe C'):

(R%) si F=(P,Q) prové d’un potencial escalar —
(R® si F=(P,Q,R) prové d’un potencial escalar
:>‘Py:Qx, Pz:Rx,Qz:Hy‘

és adir, F és irrotacional:

» Aguesta condicié necessaria no és suficient,
p.ex. F= <— < —}1/—y2 ' 32 iy2> compleix que P, = Qy
perd no prové d’un potencial escalar, ja que no és conservatiu
(la circulacié al llarg d’una circumferéncia x2 + y? = R? és +#0).
Obs.: El domini U/ =R?\ {(0,0)} de F no és “simplement connex”
(té un forat).

» En el cas que el domini &/ c R? de F = (P, Q) sigui
simplement connex, la condicié és necessaria i suficient:

F = (P, Q) prové d’un potencial escalar <= P, = Qy
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Orientacio de la frontera d’un domini pla

» Donat un domini D C R?, la seva frontera o vora 0D estara
formada per una o més corbes tancades (regulars a trossos):
oD=CiU---UCp

* si D és simplement connex, és a dir sense forats, la frontera és
una unica corba tancada (frontera exterior);

* si D no és simplement connex, la frontera estara per dues o més
corbes tancades (frontera exterior i fronteres interiors).

» Per al domini D, I'orientaci6 estandard o compatible | D" | de la
frontera sera aquella per a la qual cada corba C; es recorri de
manera que l'interior del domini D quedi sempre a ma esquerra
(correspon a demanar que el vector tangent a C; i el vector normal
interior a D formin una base directa). Aixo vol dir:

* |a frontera exterior s’orienta en sentit antihorari
* |es fronteres interiors (si n’hi ha) s’orienten en sentit horari

» Donat un camp vectorial F, escriurem:

(F, df) ?{ (F, df)
fotF eB=3




Teorema de Green (o de Green—Riemann, o del rotacional 2D)

D c R? domini, amb la frontera 9D* orientada de manera compatible.
F = (P, Q) camp vectorial definit a tot D (de classe C").

Aleshores,

Pdx + Qdy = /(QX — Py)dxdy
oD+ D

» Obs. 1: si F és conservatiu, tindrem Q,— P, =0
» Obs. 2: recordem que rot F = (0, 0, Qx — Py)

Aplicacio al calcul de I’area d’un domini pla

Area(D) = %ém(—y)dx—kxdy = — aD+de = émxdy
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Integracié sobre superficies

\{

Superficies a R® (parametritzacions)
Area d’'una superficie: Area(S) = / ds
s

v

v

Integral d’una funci6 escalar f sobre una superficie: / fdS

s
Flux d’'un camp vectorial F a través d’una superficie orientada:

/s+<F’ ds)

v



Superficies a R3
@ Nocions (informals):

» superficie regular: sense arestes

» superficie regular a trossos: formada per un nombre finit
de superficies regulars, S= Sy U---US,, de manera que cada
interseccio S;N S; (si és no buida) estigui formada per corbes
regulars a trossos

» superficie tancada: la frontera S = 9W d'un solid o cos W c R3
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@ Una superficie S ¢ R® és regular quan admet una
parametritzacio regular,

¢: DcR? — RS
(u,v) —  ®(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v))
u, v sén els parametres o coordenades sobre S

que compleix:

+ D C R? compacte i connex, i tal que la seva frontera 9D és corba
regular a trossos

x S=o(D)

+ és de classe C'

* €s injectiva (excepte potser a 0D)

x Oy(u,v)Ad,(u,v)#0 peratot (u,v) €D (excepte potser en un
nombre finit de punts, anomenats els ‘punts singulars’de la
parametritzacié ®; la resta sén ‘punts regulars’)

@ En el cas d’'una superficie regular a trossos, S=S;U---U S,
considerem per a cada tros S; una parametritzacio regular ®;(u, v),
(u,v) € D;.
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@ Donada una superficie regular S, parametritzada per ®(u, v),
(u,v) € D, per a cada punt regular ‘ po = ®(Up, Vo) ‘ considerem:

» les corbes coordenades per py (corresponents a la
parametritzacié ®), que sén les imatges de

u— d(u, vo), V= ®(Up, V)
» els vectors tangents a les corbes coordenades per py,

dy(Uo, Vo) = (Xu(Uo, Vo), Yu(lo, Vo), Zu(Uo, Vo))
®y(Uo, Vo) = (Xv(Uo, Vo), Yv(Uo, Vo), 2v(Uo, Vo))
gue son linealment independents ja que estem suposant
o, AP, #£ 0 (sobre els punts regulars)
> TpS=[®u(lo, Vo), ®v(Uo, vo)], el platangenta S en el punt pg
> &,(uUp, Vo) A Py (Lo, Vo), un vector normal a S en el punt po
Sy (o, Vo) A Py (Uo, Vo)

No(ug, vo) = , vector normal unitaria S
" Mol Y0) = 6 0y, v6) 1, (uo, vo)]

en el punt py (n’hi ha dos possibles, associats a les dues
orientacions de S)
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Exemples de superficies

@ Cilindre (de radi R altura h):

S={(x,y,2) : x3*+y?=R?, 0<z<h}

®(0,z) = (Rcosb, Rsind, z), D =][0,2x] x [0, h

®g AP, =(Rcosb, Rsing, 0) = (x,y,0), [[PgAD;||=R
@ Con (de radi Ri altura h):

S={(x,y,2) : x*+y?=(Rz/h?, 0< z< h}

®(0,z) = (% cos 6, % sin 9,2), D = [0,2x] x [0, h]

2 2
Py N, = (% cosf, E sin 6, —% Z) = (X, Y, —% Z)
@ Esfera (de radi R):
S={(x,y,2) : X3+ y?+ 22 = R?}
®(0,p) = (Rcosp cosl, Recosp sind, Rsinp),
D =[0,2n] x [-7/2,7/2]
Py Ad, = Rcosp(x,y,2), |®gAD,||=R2cosep

@ Altres: cilindre el-liptic, el-lipsoide. . .



Area d’una superficie

@ Def.: S c R® superficie regular, parametritzada per ®(u,v), (u,v) € D

Area(S):/ |y A Dy || dudy :/ ds
D S

» Notacio : ‘ dS =||®, A dy|| dudv ‘ és I'element de superficie
(o element escalar de superficie)

» Obs.: la férmula de l'area es basa en I'area del paral-lelogram
generat per dos vectors vy, v € R3,

V v V v
_||V1/\V2||_\/‘ 1, 1 15 2>

(v1, v2) V2, Vo)

» Obs.: 'area no depén de la parametritzacié escollida

@ Si S és superficie regular a trossos, S=S;U---US,, sumem les
r

arees de cada tros:  Area(S) = ) Area(S;)
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@ Cas particular 1: una grafica a R3

Considerem la superficie S definida per z = f(x,y), (x,y)€ D

Es pot parametritzar prenent les coordenades x, y com a parametres:
(x,y) = (x,y.f(x,y)), (x,y)€D.

Lelement de superficie és

dS = /1 + 2+ 12 dxdy

(i servira per a

d’altres integrals de funcions escalars sobre S), i obtenim

Area(S)

:/ 1+ 12+ 12 dxdy
D

Obs.: Si a(x,y) és I'angle que forma (en cada punt) el vector normal
amb la direcci6 vertical k = (0,0, 1), podem escriure:

_ dx dy
Area(S) = /Dicosa(x,y)'

En el cas que S sigui un tros de pla, tindrem « = const i per tant podem

escriure:  Area(S)
el pla xy)

_ Area(D)
- cosa

(el domini D és la projecccié de S sobre
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@ Cas particular 2: superficie de revolucio

» Considerem en el pla xz una corba C, amb una parametritzacioé
a(t) = (x(1),0,z(t)), a<t<b (endirem corba generatriu
0 seccid), i suposem que C és corba regular i continguda
(preferentment) al semipla x > 0,

o'(f) = (X'(1),0,2/(1)) £0, x(f)>0 Vte (ab)

» La superficie de revolucié S, generada en girar la corba C al
voltant de I'eix z, es pot parametritzar per

®(0, 1) = (x(t) cosb, x()sind, z(1)), (6,t) € [0,2x] x [a, b]

» Corbes coordenades:

t = const — paral-lels
6 = const — meridians

» Tenim &g A & = (x(H)Z'(t) cos 0, x(£)Z'(t)sin 0, —x(t)x'(t))
[0 A &l = x(t)y/x (17 + 2/(1)?



» Lelement de superficie, dS = x(t)\/x’(t)?2 + z’(t)2d6 dt

- Larea, Area(S) = / x()\/x' (2 + /(12 dodt
D

b
:27r/ X(t)y/x (12 + Z/ (12 dt
és a dir, i

Area(S) = 27r/ rd¢
c

on r és la distancia de cada punt de C a l'eix de gir, i d¢ és
I'element de longitud de C.



» De la formula anterior, deduim el primer teorema de Guldin
(o de Pappus—Guldin): 'area d’una superficie de revolucioé és

| Area(S) = long(C) - 277 |

on C és la corba generatriu, i ¢ és la distancia del centre
geomeétric de C a I'eix de gir.

» També tenim el segon teorema de Guldin, que ens déna el volum
d’un solid de revolucié W, obtingut en fer girar, al voltant d’un eix,
una regié plana D (continguda en un semipla limitat per I'eix),

‘ vol(W) = Area(D) - 2n7p ‘

» Exemple: Area d’'un tor (superficie) i volum d’'un tor sdlid, generats
en girar una circumferéncia/cercle de radi r, amb el centre situat
a distancia R de I'eix de gir (r < R):

Area(S) = 47°rR, vol(W) = 27%r?R.



Integral d’'una funcio escalar sobre una superficie

@ Def.:
S c R3 superficie regular, parametritzada per ®(u, v), (u,v) € D
f: S — R funcid escalar, continua a trossos

/de:/f(CD(u, V) [ D0 A S]] dudy
S D

@ Obs.:
» sif =1, obtenim 'areade S

» la integral d’una funcié escalar f sobre S no depén de la
parametritzacio escollida

» si Sésregular atrossos, S= S U---US,, apliquem la definicio

]
sobre cada tros i sumem: / fdS = Z fdS
S i=1 7/ Si



@ Aplicacions de les integrals sobre superficies

Ara veurem la superficie S ¢ R® com una planxa, amb una
densitat superficial de massa donada per una funcié p: S — R,
p > 0. Aleshores podem calcular:

» Massa
m(S):/pdS
s

» Mitjana d’'una magnitud f: S — R (p.ex. la temperatura),

— 1
f:—/de
m(S) Js'"

» Cenire de masses

(7,7,7)—@ (/SXpdS,/SypdS,/SZpdS>

» Moment d’inércia respecte un eix g;
sir: S— R és ladistancia de cada punt de S a l'eix e,

le = / r’pdS
S

N 4 4 444 37/49




@ Aplicacions en el cas homogeni d’una planxa de densitat p = const,

» Massa
m(S) = p Area(S)

» Mitjana d’'una magnitud f: S — R

- 1

» Centre geomeétric

(7,7,7):@ (/Sde,/sde,/SzdS>

» Moment d’inércia respecte un eix e
le=p / r2ds
s




Flux d’'un camp vectorial a través d’una superficie

@ Def.:

S ¢ R? superficie regular, parametritzada per ®(u, v), (u,v) € D
F : S — R3 camp vectorial, continu a trossos
El flux de F a través de S, segons la parametritzacio ¢, és

(F, d8>:/D<F<¢<u,

v)), oy A ®y ) dudv

» Notacio :

dS = o, A o, dudv

és el

vector diferencial de superficie (0 element vectorial de superficie)

» si S és regular a trossos, apliquem la definicié sobre cada tros

i sumem



@ Una altra notacié:
» Si S és superficie tancada (és a dir, la frontera S = W d'un solid
W c R3), escrivim %(F, ds)
O]

@ Interpretacio del flux:
Si F camp de velocitats d’un fluid, el flux /<F, d§> correspon a la

[0
quantitat de fluid que travessa S, per unitat de temps, en el sentit indicat
pel vector normal ¢, A o, :

» mateix sentit si ( F(®(u,Vv)), b, A d,) >0 (angle agut)
» sentit contrari si { F(®(u,Vv)), o, A d,) <0 (angle obtus)

Obs.: Si F és tangent a la superficie S (és a dir, ortogonal al vector
normal ¢, A ®,) en tot punt, el flux és 0.



@ Orientacio d’una superficie

» Una superficie S té (si és orientable) dues possibles orientacions,
gue corresponen als dos sentits amb que podem travessar S

» Per definir-ho, escollim (si és possible) un vector normal unitari N
en cada punt de S, de manera que el camp p — N(p) sigui
continu:

* S és orientable si podem escollir N de manera continua a tota la
superficie, i en aquest cas només hi ha dues possibilitats, que ens
donen les dues possibles orientacions de la superficie; escriurem
ST i S~ les dues orientacions de la superficie (la que “ens interessa
i “l'altra”)

* S és no orientable si no podem escollir N de manera continua a tota
la superficie (exemple: la cinta de Mébius)



» Si S és orientable, en general no hi ha una manera estandard
d’escollir l'orientacié ST (només en casos concrets com quan la
superficie és tancada)

» Quan hem escollit una orientacié6 S*, també hem definit altres
conceptes:

* la cara superior i inferior de la superficie
* un sentit de gir positiu sobre la superficie

» Una parametritzacié6 ®(u,v), (u,v) € D, de la superficie S

s’anomena compatible amb I’orientgcié i* si, en cada punt, el
u NPy

——_ és el que correspon
ERX TR P

vector normal unitari No(u, v) =

a St



@ Flux a través d’una superficie orientada

Def.: / (F, d§)z/<F, dé>:/</—'(¢(u, V), by A D) dudv,
S+ ) D
essent ®(u,v), (u,v) € D, parametritzacié compatible amb S

| (F d§>:—/$+<F, ag)

@ Podem escriure:

(. dS):/S<F, No)dS

per a qualsevol parametritzacié ¢ compatible amb I'orientacié S+.
Notem que ( F, Ny ) és la component normal de F en cada punt de la
superficie (és una funci6 escalar).

@ Deduim de la férmula anterior que el flux no depén de quina
parametritzacié concreta de la superficie fem servir, pero si de la seva
orientacié.



Els teoremes integrals

Els teoremes de Gauss i de Stokes, com el teorema de Green,
estableixen igualtats entre integrals de diferents tipus, proporcionant
formules alternatives per a calcular-les.

Orientacio de la frontera d’un solid

» Donat un solid o cos W c R®, la seva frontera OW estara
formada per una o més superficies tancades (regulars a trossos):
oW =8 U---USp.

» Per al solid W, l'orientacié estandard de la frontera sera
la que ve donada pel vector normal exterior a W.

» Donat un camp vectorial F, escriurem:

£W+<F, a3) —éﬁru‘, d8)

(és el flux sortint de W).



Camps solenoidals

» En general, el flux de F a través d’una superficie tancada no és 0,
és a dir, la sortida de flux pot ser superior o inferior a I'entrada.

» Def.: Un camp vectorial F definit en una regi6 U c R® és
solenoidal si div F = 0.

» Si F és solenoidal, el teorema de Gauss ens dira que el flux a
través de qualsevol superficie tancada S = 90W (amb W C U)
és 0, és a dir, la sortida de flux s’equilibra amb I'entrada. En el cas
d’'un camp de velocitats, estem parlant d’un fluid incompressible .

» De manera equivalent, per a un fluid incompressible que circula
dins un tub (sense flux a les parets), el flux a través de dues
seccions orientades en el mateix sentit coincideix.



Teorema de Gauss (o de la divergéencia)

W c R® solid, amb la frontera W orientada per la normal exterior.
F camp vectorial definit a W (de classe C').

Aleshores,
7{ (F, d§>:/ div F dx dy dz
ow+ w

» Obs. 1: si F és solenoidal, deduim 7{ (F, dS)=0.
oW+

» Obs. 2:si divF = k (const.), deduim (F, dS) = kvol(W).

Aplicacio al calcul del volum d’un solid

vol(W) = % 6W+<r, ds)

Ho deduim del fet que el camp r = (x, y, z) té divergéncia constant:
div r = 3. També podem usar qualsevol dels camps (x,0,0), (0, y,0),
(0,0, z), que tenen divergéncia constant = 1.



Orientacio de la vora d’una superficie

» Donada una superficie S ¢ R® (no tancada), la seva vora
(o frontera) 0S estara formada per una o més corbes tancades
(regulars a trossos): 9S=CiU---UCp

» Suposem donada una orientacio de la superficie (és a dir,
un vector normal unitari N en cada punt). Lorientacié de la vora
compatible amb S, que escriurem , sera aquella per a la
qual, situant-nos a la cara de S determinada per N (la “cara
superior”), cada corba C; es recorri de manera que la superficie
guedi sempre a ma esquerra.

» Reciprocament, una orientacié 9S* de la vora determina una
orientacié compatible St de la superficie.

» Donat un camp vectorial F, escriurem:

(F, d£>—;7{¢<F, dae)

a8+



Teorema de Stokes (o del rotacional 3D)

Considerem a R® una superficie orientada S+,
amb la seva vora St orientada de manera compatible.
F camp vectorial definit a S (de classe C1).

Aleshores,
7{ (F, dE>:/ (rotF, d§)
oS+ S+

» Obs. 1: si el camp F és irrotacional (rot F = 0), deduim que
7{ (F, df) = 0 per a qualsevol corba tancada C que sigui vora
Cct+

d’una superficie continguda al domini de F.

» Obs. 2: En el cas particular d’'un camp vectorial de la forma
F(x,y,z) = (P(x,y),Q(x,y),0) iuna superficie donada per un
domini D C R? sobre elpla z=0 (orientat per N = (0,0, 1)),
obtenim el teorema de Green.




@ Calcul d’un flux a partir d’'un potencial vector

>

El teorema de Stokes ens permet calcular una circulacié a partir
d’un flux. Ara ens preguntem si és possible el procés invers:
calcular el flux d’un camp vectorial G a través d’una superficie
orientada S*, com una circulacié al llarg de la seva vora 9S™.
Def.: Un camp G definita ¢/ c R® prové d'un potencial vector
si G =rot H per algun camp vectorial H (definit a tot /), que rep
el nom de potencial vector (si existeix, no és Unic ja que podem
sumar-hi qualsevol camp irrotacional).

Si G té un potencial vector H, pel teorema de Stokes podem

escriure: / (G, dS) :7{ (H, df).
s+ s+

No tot camp vectorial G admet un potencial vector: una condicio
necessaria és que G sigui solenoidal (div G = 0),
com a conseqiéncia de la identitat div(rot H) = 0 (si H és C?).

Exemple: Un camp vectorial constant G = v = (v4, V2, v3) té com a

potencial vector H= G A r = }(vaz — vay, vax — V12, iy — V2X).



