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Les equacions classiques

@ Nocio d’EDP i alguns tipus

» Una EDP és una equaci6 diferencial en qué la incognita és una
funcié de 2 o més variables.

» EDP de primer ordre (forma general): F(x,y,u,ux,uy) =0,
essent F:U C R% — R funci6 donada (funci6 incognita: u(x, y))

» EDP de segon ordre (forma general):
F(Xayv u, uy, U)h Uxx, UXY) Uyy) =0
(notacions: uy = ou u, = ou Uy = @ )
TN T oxT Y T oy T T ax2
» EDP lineal de segon ordre:
ai(X,y) Uxx + a(x,y) Uxy + as(x,y) uyy
+aa(X, y) ux + as(x,y) uy + as(x,y) u = b(x, y)
pot ser:
a coeficients constants / variables
homogénia / no homogenia




@ Exemples d’EDPs i solucions.

> Uy + Uy = 2u? (EDP no lineal de primer ordre):
la funcié u(x,y)=—1/(x+y) n’és una soluci6

» uy = u (EDP lineal homogenia de primer ordre):
la soluci6 general és u(x,y) = g(y)e*, on g(y) és
una funcié arbitraria

» Uy, =0 (EDP lineal homogénia de segon ordre):
la soluci6 general és u(x,y) = g(x) + h(y),
essent g(x), h(y) funcions arbitraries



Equacions de la fisica matematica

( t variable temporal; x, y variables espacials)

» equacio d’'ones: | Uy — C2Uyx = F(x,1t)
descriu el moviment oscil-latori d’'una corda vibrant

» equacio de la calor: | up — k2uy, = F(x, )
descriu I'evolucié de la distribucié de temperatures en una barnilla

» equacié de Laplace/Poisson: ‘ Uxx + Uy = G(X,y) ‘

descriu els estats d’equilibri d’'una membrana elastica,
0 bé de la distribucié de temperatures en una planxa

Obs.: No estem considerant un objecte puntual (particula — EDO)
sin6 objectes 1D 0 2D (barnilla, membrana... — EDP)

@ Per determinar una solucio, caldra afegir condicions addicionals:

» condicions inicials (Cls): estat de I'objecte a l'instant inicial (f = 0)
» condicions de contorn (CCs): interaccié amb el medi (a la
frontera del domini de x, y)
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Equaci6 d’ones 1D: uy — CPuy = F(x, 1), x € (0,L), tc R
» u(x,t) mesura el desplacament vertical del punt x de la corda
a l'instant t (estem suposant petites oscil-lacions)
» ¢c=./7/p serala velocitat a que viatgen les ones
(p: densitat lineal de massa; 7: tensi6 de la corda)
» F(x,t)=1(x,t)/p, on f(x,t) és la for¢a en la direccio vertical, per
unitat de longitud (p.ex. el pes de la corda seria f = —pg)

Equaci6 d’'ones 2D: uy — c?Au = F(x,y,t), x€Q, tcR

» u(x,y,t) mesura el desplacament vertical de cada punt (x, y) d’'una
membrana (p.ex. un tambor)
» AU = Ux + Uy, laplaciana respecte les variables espacials

» Q c R? domini (forma de la membrana)
Suposant F = F(x,y), els estats d’equilibri o estacionaris de I'equacid
d’ones 2D soén les solucions u = u(x, y) (no depenents de t). Aquestes
satisfan TEDP Au = G(x,y), essent G(x,y) = —F(x,y)/c?. Aquesta
EDP s’anomena:

» equacio de Laplace si G(x,y) =

» equacio de Poisson si G(x,y) #
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0 (cas homogeni)
0 (cas no homogeni)



Equacio de la calor 1D: u; — k®uy = F(x,t), x € (0,L), t >0
> u(x t) mesura la temperatura del punt x de la barnilla a I'instant ¢

= /k/(cp)
(Ii conductivitat termica; c: calor especifica; p: densitat de massa)
» F(x,t)=f(x,t)/(cp), on f(x,t) és lafont de calor (energia
calorifica per unitat de temps i de volum)
Equacio de la calor 2D: u; — k?Au = F(x,y,t), x€Q, t>0
» u(x,y,t) mesura la temperatura de cada punt (x, y) d’una planxa
» AU = Uy + Uy, laplaciana
» Q C R? domini (forma de la planxa)
Suposant F = F(x,y), els estats d’equilibri o estacionaris de I'equacié

de la calor 2D s6n les solucions u = u(x, y) (no depenents de {),
i satisfan I'equaci6 de Laplace/Poisson Au = G(x,y), essent

G(x.y) = —F(x,y)/K2.
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Condicions inicials (Cls)
S’imposen a linstant inicial (t = 0), a tot el domini.

» Per a l'equacié d'ones 1D:

u(x,0) = f(x), x € (0,L) (posici6 o desplagament inicial)
ui(x,0) = g(x), x € (0,L) (velocitat inicial)

» Per a I'equacié de la calor 1D:
u(x,0) = f(x), x € (0,L) (temperatura inicial)

Nota: En aquest cas només s’ha d'imposar una Cl, ja que I'equacié
de la calor és de primer ordre en la variable t (tot i que és de segon
ordre en x)

» No s’'imposen Cls per a I'equacié de Laplace/Poisson, ja que no hi
ha variable temporal

Qualsevol condicié (Cl o CC) s’anomena homogeénia si esta igualada
ao.



Condicions de contorn (CCs)

S’imposen a tota la frontera del domini, és a dir,
perax=0ix=Lenelcas 1D, ipera (x,y) € 02 en el cas 2D,
i sempre per a tot t.

Poden ser de diferents tipus. Vegem-les en el cas 1D,

» CCs de Dirichlet:  u(0,1) = a(f),
u(L,t) = B(t), vt
» CCs de Neumann: u(0,t) = —~(f),
ux(L,t) = 4(t), vt

» CCs mixtes: Dirichlet en un extrem i Neumann a l'altre

» CCs periodiques: u(0,f) = u(L, 1),
ux(0, 1) = ux(L, t), Vt
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Vegem ara les CCs en el cas 2D,
» CCsde Dirichlet: u(x,y,t)=a(x,y, 1), ¥(x,y) € 0Q, vt

» CCs de Neumann: %(x,y, H=~(xy,t), V(x,y) € 09, Vt

» CCs mixtes: dividint la frontera en dues parts, 9Q = C; U C,
imposem Dirichlet a Cy i Neumann a Co

..ou . . . . .
Notacio: o (Vu, N) és la derivada normal (derivada direccional
respecte el vector normal exterior al domini)

En el cas 1D, interpretant que %(0, t) = —ux(0, 1), @(L, B = ux(L, ),

on
podem reescriure les CCs de Neumann:

ou ou
2,0, 1) =7(1), Z-(L, 1) =4(D)
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Relacio amb el flux de calor

En el cas de I'equacié de la calor, el flux de calor a la frontera (per unitat

de superficie) ve donat per
Lo
q=r on

Aquest valor g mesura el flux d’entrada (és a dir, g > 0 vol dir entrada
de flux, i g < 0 vol dir sortida de flux).

» Exemple. Suposem que en I'equacié de la calor 1D homogénia

. ou ou
hem imposat CCs de Neumann %(O, t) =~(1), n

La temperatura mitjana (en cada instant) ve donada per

L
T(t) = / u(x, £)dx,
L Jo
i la seva variacio és
k2
= (D) + 6(1)

(proporcional a suma de les entrades de calor pels extrems).

(1)

(L, t) = 5(1).
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Férmula de D’Alembert (cas d’'una corda vibrant infinita )
Considerem el problema consistent en I'equacié d’'ones 1D (homogénia)
al domini R, amb Cls (en aquest cas, no té sentit imposar CCs),

Ut — CPuyy =0, xXeR, teR
u(x,0)="f(x), xeR
u(x,0) =g(x), xeR

» La solucio ve donada per la férmula de D’Alembert :
Xx+ct

u(x, t) = % (F(x + of) + F(x — ct)) + 2—0/ g(u)du

—ct

(hi ha una versié més completa de la formula que inclou el cas
no homogeni).
» Definint p(x) = 1 f(x) + 2= G(x), q(x) =} f(x) — = G(x),

essent G(x) = / g(x) dx (primitiva), podem escriure
u(x,t) = p(x + ct) + q(x — ct),

gue s'’interpreta com la superposicié de dues ones gue viatgen
cap a I'esquerra i cap a la dreta amb velocitat c.



Separacio de variables
Idees basiques (suposem el cas u(x, t), fariem analogament amb u(x, y))

(1) Partim d’'un “problema” (EDP + Cls + CCs), amb I'EDP homogénia
i amb una Unica condicid no homogeénia.

* Si’EDP és no homogenia, podem homogeneitzar-la si en coneixem
una soluci6 particular uy(x, t). Llavors escrivim u = u, + v
i plantegem el problema per a v(x, t) (EDP homogeénia, amb les Cls
i CCs modificades).

* Si hi ha més d’una condicié no homogeénia, podem desglossar el
problema en suma de dos 0 més problemes, cadascun amb una
Unica condicié no homogenia.

(2) Suprimint inicialment la condicié no homogeénia, tenim un
problema homogeni (al qual li falta una condicié). Busquem
solucions no trivials (és a dir, no nul-les) d’aquest problema, de la
forma | u(x, 1) = X(x) T(1) |
Aix0 ens porta a plantejar dos problemes d’EDOs, per a X(x)

i T(t), depenents d’'un parametre A\, amb algunes condicions
addicionals provinents de les Cls i CCs.




(8) El problema per a X(x) sera un problema de valors a la frontera
(PVF). Busquem els valors A, (n > ng) per als quals existeix
soluci6 no trivial X,(x); s'anomenen valors propis (VAPs)

i funcions propies (FUPs) respectivament.

(4) Amb les A\, trobades, resolem l'altre problema i obtenim unes
funcions Tp(t).

(5) Les funcions un(x,t) = Xn(x) Th(t) s'anomenen modes normals
(o solucions fonamentals) del problema homogeni. Qualsevol
‘combinacié lineal’ (finita o infinita) dels modes normals és també

o0
soluci6 del problema homogeni:  u(x, t) = Z dnun(x, t).
n=ng
(6) Finalment, determinem els coeficients d, imposant la condicio
no homogeénia que haviem suprimit. Ens alguns casos es poden
trobar “a ull” pero, en general, caldra trobar els d, com a coeficients
d’'una seérie de Fourier (segons el problema, podra ser una série
de cosinus, de sinus, o completa).



PVFs habituals (VAPs i FUPs):

N

A,,——(”—L”)) , x,,(x):s.n”LLX, n>1

> X"(x) — AX(x) =0, X'(0)=X'(L) =0 (Neumann)
An=— (n—Lﬂ)z Xn(x) = cosnLLX, n>0

> X"(x) — AX(x) =0, X(0)=X'(L)=0 (mixtes 1)

v

X"(x) — AX(x) =0, X'(0) = X(L) =0 (mixtes 2)

1)\ 2 1
)\n__<@> , Xn(X):cosm’ nZO

v

X"(x) — AX(x) = 0, X(—L) = X(L), X'(—L) = X'(L) (periddiques)

2
)\n:—(n—f) , Xn(X):cosnLLX, n>0
)N(n(x):slnnLLX, n>1



Series de Fourier (recordatori):
» de cosinus, pera f:[0,[] — R
2 nrwx

L
f~ —+Zancos— an:z/o f(x) cosTdX
» de sinus, pera f:[0,[] — R
nmx. 2 rt . nmx
f~ ansm bn:z/o f(x) SIanX

» completa, pera f:[-LL—R
nmwx
f ~ —+Z<ancos —|—bnsmT>

1 /L
f(x cos—dx b:—/fxs
an = L/ =1 [ i



