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RESUMEN. Hay una cantidad numerable de familias continuas de poligonos regulares
(algunos estrellados, otros no) inscritos en una circunferencia. Cada poligono da lugar
a dos trayectorias periddicas del billar en la circunferencia, una lo recorre en sentido
horario y la otra en sentido antihorario. Presentamos un criterio, obtenido mediante
métodos de tipo Melnikov, para decidir cuando esas familias continuas de trajectorias
periddicas del billar son destruidas bajo pequenas perturbaciones de la circunferencia.

INTRODUCCION

Una de las primeras cuestiones que se plantean al tratar un conjunto invariante de
un sistema dindamico consiste en estudiar su persistencia bajo perturbaciones de dife-
rentes tipos. Por ejemplo, los puntos fijos hiperbdlicos de aplicaciones persisten bajo
perturbaciones generales (usando el Teorema de la Funcién Implicita) y los toros in-
variantes maximales con frecuencias diofantinas son persistentes bajo perturbaciones
simplécticas (esto es la teoria KAM), mientras que los conjuntos invariantes compues-
tos por un continuo de subconjuntos invariantes no suelen ser persistentes. En esta
comunicacion nos centramos en el estudio de las curvas invariantes resonantes (es decir,
compuestas por puntos peridédicos) de aplicaciones generadas por el billar en circunfe-
rencias perturbadas.

Se puede desarrollar una teoria de Melnikov completa, muy similar a la expuesta,
en el marco de las aplicaciones twist planas [8]. De hecho, los resultados se pueden
generalizar hasta englobar el estudio de toros invariantes maximales completamente
resonantes de aplicaciones twist en cualquier dimension [7]. Sin embargo, para simpli-
ficar al maximo los aspectos técnicos y enfatizar los conceptos fundamentales, hemos
restringido la exposicién al estudio de billares en circunferencias perturbadas.

G. D. Birkhoff introdujo los billares, hace ya 75 afios, para describir el movimiento de
una particula puntual dentro de curvas convexas cerradas del plano [2]. La particula
rebota de forma perfectamente elastica al chocar contra la curva, dando lugar a la
siguiente ley de conservacion: el angulo de incidencia es igual al angulo de reflexién.

Desde entonces los billares se han convertido en un ejemplo paradigmético dentro
de los sistemas dindamicos conservativos. Probablemente, esto sea debido a que en
los billares los aspectos formales, usualmente tan formidables en cualquier problema
dindmico, desaparecen casi por completo y solo se mecesitan considerar los aspectos
cualitativos interesantes, como el propio Birkhoff afirmaba. Las monografias [6, 9]
muestran el gran desarrollo que en los dltimos tiempos han experimentado los billares.

El billar plano méas simple se obtiene cuando la curva es una circunferencia. En este
caso, dado cualquier entero ¢ > 2, el sistema dindmico asociado tiene ¢(q) familias



continuas de trayectorias g-periddicas, donde

o(q) =#{p€Z:0<p<qconpy q primos entre si}.

Estas familias estdn asociadas a las diversas familias de poligonos regulares (algunos
de ellos estrellados, otros no) de ¢ lados inscritos en la circunferencia.
El principal resultado que queremos presentar es el siguiente teorema.

Teorema. Sea p; : R/27Z — R una funcion de clase C* cuya serie de Fourier es

ZjeZ pgj)eije Yy q > 2 un entero. Si existe algun j € qZ no nulo tal que pgj) # 0, todas

las familias de trayectorias q-periodicas dentro de la circunferencia
Co = {(peost, psin) : p = po}
son destrutdas por la perturbacion
Ce = {(pcost,psinb) : p = py+ ep1(6) + O(*) } .
Ejemplo. Sea a € R no nulo tal que |a| < 1. La perturbacién
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destruye todas las familias de trajectorias periddicas.

BILLARES EN CURVAS CONVEXAS

El primer paso para estudiar los billares consiste en modelar su dindmica de la forma
mas clara y transparente posible.

Sea C' una curva convexa cerrada del plano. Sea v : T — C' C R? una parametriza-
cién de esta curva, donde T := R/277Z sera el espacio de configuracién. Finalmente,
consideramos el espacio de fases cilindrico

A=Tx(0,m)={z=(0,r):0€T,0<r<m}.

Teniendo estas notaciones en mente, resulta bastante natural modelar la dindmica
del billar en la curva C' mediante la aplicacién

f:A32=0,r)—2 =@ 1")eA

definida como sigue. Cuando la particula puntual choca en un punto ¢ = y(6) € C
bajo un dngulo de incidencia r, el siguiente punto de impacto es ¢ = v(#') € C y el
siguiente dngulo de incidencia es 7.

La aplicacién f tiene varias propiedades interesantes. A continuacion, listamos las
més importantes, todas ellas extraidas del libro [5, §9.2].

e Regularidad. Sila curva es C*, la aplicacién es un difeomorfismo C*~1,

e Conservacion del drea. Sean v = |§(6)|cosr y v' = |¥(6')|cosr’. La aplicacién

conserva el drea en las coordenadas (#,v): d0 A dv = d#' A dv'.
e Exactitud. La aplicacién f es exacta en las coordenadas (0, v):

v'd0 —vdf = dL(6,0).

para alguna funcién L(6,0) llamada funcidn generatriz o Lagrangiano de f. No
es dificil comprobar que L(0,0") = |v(0) — v(8')|.



e Formulacion implicita. La aplicacion f cumple las ecuaciones implicitas

F(0.1) = (0',7') = { v 2 Tanes)

e Propiedad twist. Fijado un punto de impacto ¢ = (), la funcién
0,m)2r—0'(0,r) €T\ {0}

es un difeomorfismo. En particular, dado cualquier par de puntos de impacto
¢, € C tales que ¢’ # ¢, existe una tnica trayectoria que conecta ¢ con c.

o Formulacion Lagrangiana. La dindmica del billar se puede expresar mediante
ecuaciones (en diferencias) implicitas de segundo orden. Concretamente, dados
tres puntos de impacto ¢_, ¢, ¢y € C tales que ¢ = y(0_), c =v(0) y ¢ = v(04),
existe una trayectoria que conecta c_ con ¢ y después ¢ con c, si y solo si

OuL(0_,0) + 0, L(0,6,) = 0.

o Formulacion variacional. Las trajectorias de billar estan en correspondencia con
los puntos criticos del funcional

WeT: =R, W[(Okez] = > L(Br1,00).
kEZ

Aqui, la serie que define la accion W se entiende a nivel formal.

EL BILLAR EN UNA CIRCUNFERENCIA
Vamos a describir las trayectorias periddicas del billar asociado a la circunferencia
Co={(pcos,psinf) : p=po}.
Sea fy : A — A la aplicacién que modela el billar en Cy, basada en la parametrizacion
7 : T — Cy C R?, Y0(0) = (pocosﬁ,posine).
Esta aplicacion es integrable. De hecho, es bastante facil comprobar que
fo(0,7) = (0 +w(r),r), w(r) = 2r.

Por tanto, dados dos nuimeros enteros primos entre si p y ¢ tales que 0 < p < g,

existe un unico angulo de incidencia r{)’/ ? € (0, ) verificando la condicién

w(rb) = 21p/q.

Esto significa que para todo nimero racional irreducible p/q € (0,1), hay una familia
continua de trayectorias p/g-periédicas en la circunferencia Cy. A modo de ejemplo,
los cuatro tipos de trayectorias de periodo ¢ = 5 son:

e Pentdgonos regulares recorridos en sentido antihorario (p = 1).
e Pentagramas regulares recorridos en sentido antihorario (p = 2).
e Pentagramas regulares recorridos en sentido horario (p = 3).

e Pentdgonos regulares recorridos en sentido horario (p = 4).

En general, las trajectorias p/g-periédicas son poligonos regulares de ¢ lados inscritos
en la circunferencia. Los poligonos son estrellados, excepto cuandop=1o0p=¢q— 1.
El nimero p es igual al nimero de vueltas que la trayectoria periddica da alrededor
del centro de la circunferencia, contabilizadas en sentido antihorario. En el contexto



mas general de las aplicaciones definidas sobre el cilindro, dirfamos que el numero de
rotacion de la curva invariante

' ={(0.5"©0) 0T}, 30) = /g,

es wg/q = w(rg/q) = 27p/q. En particular, la curva invariante Té)/q es resonante, es
decir, su numero de rotacién es Q-conmensurable con 27. Asi pues, esta curva puede
ser destruida por perturbaciones arbitrariamente pequenas, aunque sean conservati-
vas. (Recordamos que una de la hipdtesis esenciales del Teorema del twist de Moser,
referente a la persistencia de curvas invariantes de aplicaciones en el cilindro bajo pe-
quenas pertubaciones conservativas es el caracter diofantino del niimero de rotacion de
la curva. Y no hay niimeros menos diofantinos que los racionales.)

EL BILLAR EN UNA CIRCUNFERENCIA PERTURBADA

Pasamos ahora a estudiar el efecto que perturbaciones del tipo
Ce = {(pcost,psinb) : p = py+ ep1(6) + O(€*) }

tienen sobre la curva invariante resonante 77 /1A partir de ahora, supondremos que p
y ¢ son enteros primos entre si tales que 0 < p < q.
Sea f. : A — A la aplicacién que modela el billar en C,, basada en la parametrizacion

Ye: T— Ce CR? 74e(0) = (pe(0) cos, p(0)sinb), pe(6) = po + ep1(0) + O(€?).

Finalmente, sea L. la funcién generatriz de f..

Ya sabemos que, genéricamente, la curva T} /9 seré destruida por esta perturbacién.
L Es posible que persista algiin objeto relacionado con esta curva? La respuesta es si.
Siguiendo ideas ya desarrolladas por G. D. Birkhoff y por V. I. Arnold en [1, §20], vemos
que cerca de la curva resonante 77 /a siempre existen un par de curvas que llamaremos
radiales, debido a que la aplicacién f9 envia cualquier punto de la primera curva al
unico punto de la segunda curva que tiene la misma componente angular 6, cambiando
sélo la componente radial r.

Lema. FEuxisten unas unicas funciones rg/q,?f/q : T — (0,m) tales que

o r110),7/7(0) = r(0) + O(e) = mp/q + O(€) uniformente en 6 € T y
. fg(@,rf/q(e)) = (9,?’\5/(1(0)), para toda 6 € T.

Demostracion. Aplicamos el Teorema de la Funcién Implicita a la ecuacién
GP(r, €;0) = I1(f2(0,7)) — 0 =0,

alrededor del punto (r, €) = (ré’/ 4 O), donde II : A — T denota la proyeccién del cilindro
A =T x (0,7) sobre T. En este problema, las variables son 7 y €, mientras que 6 es un
pardmetro. Antes de despejar r en funcion de €, basta comprobar que

G(Tg/q, 0;0) =0, &G(rg/q, 0;0) = q%(r’g/q) =2q #0.

Una vez probada la existencia y unicidad de la funcién r? /4. — (0, ) tal que

m(f2(0.770))) =6, WET,



/9. T — (0, 7) mediante la igualdad

fq(g 7ap/q( )) _ (97?5/%@))‘

La uniformidad en 6 se deduce de la compacidad de T. O

definimos 7¥

Nota. La condicién 4 (rf / %) # 0 ha sido esencial en la prueba del lema. En contextos

mas generales, al estudlar una curva invariante resonante de una aplicacion integrable
arbitraria fo: A — A, esa condicién equivale a pedir que fy sea twist en la curva.

/

~r/q

Una vez que hemos probado la existencia de la funciones rf’? y 72’9 del lema anterior,

las curvas radiales que buscabamos vienen dadas por
TP = {(0,77/9(0)) : 0 € T},  TP1{(9,7/%(h)) : 6 € T}.

Estas curvas tienen propiedades que las convierten en elementos titiles cuando se estudia
la persistencia de curvas invariantes resonantes y se buscan puntos periédicos:
e Persistencia. La curva invariante resonante T} /4 persiste si y solo si TF/7 = T/,

e Puntos periddicas. La interseccién de las curvas radiales 777 v 777 da lugar a
trayectorias p/g-periédicas del billar asociado a la perturbacién C.. Basta observar

que si 277 = (9p/q p/q)eTp/qﬂTp/q entonces f( p/q):zf/q.

e Interseccion. Las curvas radiales T/¢ y T/ se intersecan. Efectivamente, pues
f2 transforma la region del cilindro por debajo de la primera curva en la regién

por debajo de la segunda, al ser f4(T7 / 9 = TP'%. La conservacién del drea en las
coordenadas (0, v) remata el argumento.

Debido a estas propiedades, resulta interesante cuantificar la separaciéon entre las
curvas radiales T¥/? y T”/%. Para eso tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién. Sea W7 : T — R la funcién

W) = 7 L6 0:0,00: ), 0 (0:0) = 1(fE(0.771(9) ).

k=1
Entonces cos7(0) — cosr?/%(0) = WP'(0) /|5(6)].
Demostracion. No escribiremos la dependencia ni en € ni en p/q, ya que no juegan
nigin papel.
Fijado un dngulo arbitrario 6 € T, notamos
(O, me) = f*(0.7(0)), vp = (k)| cos dy, = gy, k=0,1,...,q
Entonces 0y = 6, = 0, luego dy = d, = 1. Ademas, ro = r(6) y r, = 7(#). Usando la
formulacién Lagrangiana de la aplicacion, obtenemos que
02 L(0p—1,01) + 01 L(0k, Opy1) = O, k=1,2,...,q—1
Juntandolo todo,
q—1
W) = 0,L(0o,0:1)do + Z (O2L(Ok—1,0k) + O1L(Ok, Ops1) ) di, + 02 L(04-1,6,)d,
k=1

= 15(8)|( cos7(#) — cosr(8)),



pues las ecuaciones implicitas de la aplicacion dan 0y L(6, 01) = —vo = —|§(0)| cos ()
Y 02L(0g-1,6) = vy = |7(6)] cosT(6). O

Corolario. La deriwada de la funcion Wf/q : T — R cuantifica la separacion entre las
curvas radiales. En particular:

e La curva invariante resonante TP'? persiste si y sélo si WP'9(6) es constante.

e 0"/ € T es un punto critico de Wp/q siy solo si /1 = (Gf/q p/q(ep/")) € TP/ es
un punto p/q-periédico de f..

e Cerca de la curva Té)/q persisten, al menos, dos trayectorias p/q-periddicas, que
corresponden a los valores mdzimo y minimo de la funcion Wep/q(G).

Una vez descritas las propiedades de la funcién W24 = W94 eWP 7+ 0(e?), resulta

natural intentar extraer informacién de sus primeros términos W Ja y WP /4. Tsta es
la tdnica idea que hay detrds de cualquier método de Melnikov [4, 3]. El término

Wy /4 es constante y, por tanto, intdtil. Denominaremos al término Wy /9 el potencial
de Melnikov subharmdnico asociado a la circunferencia perturbada C. y a la curva
invariante resonante T¢/?.

Corolario. Sea Wf’/q : T — R el potencial de Melnikov subharmodnico. Entonces:
o Si WP'U(6) no es constante, la curva invariante resonante TP'? es destruida por
la perturbacion Ck.
o Si 0”9 es un punto critico no degenerado de W*'?, f. tiene un punto p/q-periédico
de la forma 2 = 20/ + O(e), donde 21/ = (Hp/q p/q) con " = 7p/q.

Proposicién. W9(0) = WZ9(0) + eW?'*(0) + O(e?), donde
o WP1(0) = 2pogsin(np/q) y
o WPU(0) = 2sin(mp/q) S0, pr(0 + 2k7p/q).

Demostracidén. Esta claro que el término W} / 1(0) es constante, ya que
W/ (g) = |"}/0(9)|(COS?§/Q(9) — COSTg/q(Q)) = 0.

El valor de la constante coincide con la longitud de los poligonos regulares inscritos que
generan las trayectorias p/g-periédicas. Mediante trigonometria elemental, es facil ver
que, si el radio de la circunferencia es py, la longitud de esos poligonos es 2pyq sin(7mp/q).

A continuacién, encaramos el cdlculo del término W} /4, Empezamos desarrollando la
funcion generatriz L. de la aplicacién f. en potencias de €. Concretamente, escribimos

L. = Lo+ €Ly + O(€2). Entonces el término de orden O(e) de la funcién WF?(6) es

q
W) = > Li(07(6:0),0177(6: 0)) +
k=1
9y Lo (65/(6;0),67/9(6;0))9.65%(6; 0) +
B2 Lo (627%(6; 0),62/9(8; 0)) 9.62/1(; 0) +
q—1
- (alLo(e;;’/‘I(e; 0), 0/ (6;0)) + 8y Lo (67 (6; 0), 67/ (6; 0))>8€9£/q(0;0).
k=2



Las lineas segunda y tercera de la ecuacion anterior se anulan, pues
05/ (0;¢) = 0P/1(0;¢) =0, Ve~0.

Recordando la férmulacién Lagrangiana (aplicada a la aplicacién no perturbada f),
vemos que la ultima linea también se anula.
Asi, una primera expresién del potencial de Melnikov p/g-subharménico es

Wlp/q Z L1 Qi/qp Qp/q ei/q <f0 (9 Tp/qw))) =0+ 27rkp/q.

En los calculos realizados hasta ahora no se ha usado en ningiin momento que la
aplicacion f. : A — A proviene de un billar. Tan sélo se ha usado que la aplicaciéon no
perturbada fy(6,r) = (0+w(r),r) tiene una curva invariante p/g-resonante que cumple
la condicién twist 9« (rg/ q) # 0 y que la perturbacién tiene una funciéon generatriz
Lagrangiana L, = LO + €Ly + O(€?). La expresion obtenida del potencial de Melnikov
p/g-subharménico es, en consecuencia, totalmente vélida en ese contexto méas general.

Para la segunda parte de la prueba recordamos que la funcién generatriz del billar
en la curva C, es L. (6,0") = |7.(0) —7.(#)|, donde la parametrizacién v, : T — R? esta
definida al principio de esta seccién. Introduciendo, para abreviar, las notaciones

p/q /a
p/a _ p/a _ M

Y = (po cos 9p/q,p0 sin 9p/q) uy o kel,
Vs —
y operando, se prueba que
(ei/qp ep/q) <Ui/q,,0 ep/q p/q (ep/q )'Vi/q1

Por tanto, reordenando la suma que define el potencial de Melnikov subharmonico,
llegamos al resultado final

Wf/’](g) _ ZLl ez/ql,ep/q

= Z<u2/q’p (Hp/q) p/a _ <9p/q)7£/q1

k=1

- Z <up/q . uziql’ (ez/q)vg/%
k=1

= 2sin(np/q) Y _ pi(65'7),

k=1
pues Gfl’fk o/ ’yﬁﬁc AP, Z’fk =y <up/q uifl,’yg/q> = 2sin(mp/q), para
toda k € Z. O

Nota. WP'9(6 + 2 /q) = WP/9(8), para toda 6 € T.

Para acabar, necesitamos el siguiente lema técnico, pero simple, donde se relacionan
los coeficientes de Fourier de la perturbacién p;(#) con el potencial de Melnikov p/q-

subharménico W/?().



. - < 2 . .
Lema. Sea p; : T — R una funcion de clase C* cuya serie de Fourier es ZjeZ 2

(j)eije'

Entonces

WE(0) = 2qsin(rp/q) Y piel?’.

JEQL

Demostracion. Las féormulas para sumar series geométricas implican

q i ..
Z eij(9+2k7rp/q) — qe ]9’ S17 € qZ
0, sijgql’

k=1

luego

Wr9) = 2sin(np/q) Y pr(0+ 2kmp/q)

- 9 Sln(’ﬂ'p/q) pgj)eij(0+2k7rp/q)

JEZ k=1
= 2gsin(np/q) Y piel’.

JEQZL
O
El Teorema de la introduccién es una consecuencia de todo lo que acabamos de hacer.
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