GEOMETRIA NO EUCLIDIANA: D'EUCLIDES A GAUSS

Sebastid Xambb

El 1759 d'Alembert (1717-1813) havia escrit que

La definici6 i les propietatsde la linia recta,

aixf com de les linies paral.leles, sbn 1l'escull

i, per dir-ho aixi, l'escdndol dels elements de
' la Geometria.

Quasi cincuanta anys més tard el gran Lagrange (1736-1813)
escrigué una membria sobre les paral.leles. En presentar-la a

1'Acad@mia francesa va interrompre la seva lectura i exclami:
I1 faut que j'y songe encore!

Quina &s la natura de les dificultats que impedien a mate-
m3tics de la categoria d'un Lagrange “veure-hi clar" en el proble
ma de les paral.leles, vell ja de més de dos mil anys? Vist re
trospectivament, la rad matemdtica fonamental ben possiblement
&s que el pla hiperbdlic no es pot sumergir isomé&tricament d'una
manera completa en l'espai ordinari. és aquest un resultat que
Hilbert publicd el 1901 en les Trans. AMS i1 que el podeu trobar
per exemple en l'ap&ndix V del seu llibre "Les fondements de la

Géomé&trie" (Dunod, Paris, 1971). (De fet, &s conegut gue no exis
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. . . 2 . : :
teixen immersions de classe C° , perd que en canvi existeixen
s : 1 .
immersions de classe C~ . Aquest darrer resultat &s de Kuiper

i el publicd ales Indagations Math. Vol. 17 (1955), pag. 683).

Hi hagueren d'altres dificultats; de natura no matemdtica.
Entre elles cal mencionar la creenga que la geometria eucliciana
&s la descripcid vertadera de l'espai fisic. Aquesta creenga,
estretament relacionada amb les formes d'intuicid de l'espai, ama
ga, o tendeix a ignorar, la natura lOgica del problema d'una fo-

namentacié rigurosa de la geoemtria elemental.

L'objecte d'aquestes notes &s de fornir una certa perspec-
tiva histdrica de les formes concretes que han adoptat les difi-
cultats esmentades en el llarg periode "prehistdric" de les geo-
metries no euclidianes, o sigui, anterior a la publicacid dels
primers escrits sistemdtics per J. Bolyai i Lobatschewski.

Aquest perfode acaba amb Gauss, qui per b& que desenvolupés ex-
tensivament una geometria no euclidiana al llarg del primer quart
del segle XIX i que s'adonés que aquesta era igual a l'euclidia-
na davant del problema dels fonaments, no obstant no publicd prac
ticament res sobre el tema fora de la seva correspondé&ncia. En
aquest periode prehistdric hi inclou també Taurinus , conegut
per haver proposat un model de la geometria hiperbdlica basat

en la trigonometria esfé&rica.

65



ELS ELEMENTS

La histdria de les paral.leles va comengar pels voltants
de 1l'any 300 A.C., quan Euclides escrigué els tretze volums dels
seus Elements. Ja aleshores hi havia a Gr&cia una rica tradicid
matemdtica i es pot considerar que els Elements sistematitzen una
part iméortant d'aquest coneixement. Una mica esquemdticament
podem dir que els sis primers llibres tracten respectivament, de
triangles, rectangles, cercles, poligons, proporcions i semblan--
¢a, que els quatre segllents s'ocupen de teoria de nombres (per
exemple, la infinitat dels nombres primers o la irracionalitat
de +/2) . Els tres darrers es destinen a la geometria de 1l'es-
pai i de diversos cossos, com ara pird3mides, cons, cilindres i

els cinc poliedres regulars.

Abans d'Buclides s'havia anat perfilant la noci8 de demos-
traci®, perd només s'havia usat d'una manera alllada. Euclides
la us3 metddicament i per aquest fet s'el considera com 1l'intro-
ductor del métode axiomdtic en les matemdtigues. Concretament,
parteix de 23 definicions i enuncia 5 postulats i 5 nocions comu-
nes i sistemdticament demostra centenars de proposicions. Per
nosaltres serd suficient de considerar breument els postulats i
algunes de les 48 proposicions del llibre I. Pel que fa a les
definicions, algunes s6n explicacions sobre el que realment s6n
termes primitius (com ara "el punt &s el que no té extensid") i

altres sbn definicions en el sentit corrent, com ara la defini-
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ci6é de cercle, centre i didmetre (definicions 16, 17 i 18) i la

de rectes paral.leles (definicid 23).

Els cinc postulats sbn:

Que es pot menar una recta d'un punt gqualsevol a

qualsevol altre punt.

Que es pot perllongar continuament un segment de rec

ta en linia recta.

Que es pot tragar un cercle amb gqualsevol punt per

centre i de gualsevol radi.

Que dos angles rectes sb6n iguals.

Que si dues rectes sbn tallades per una transversal
de manera que la suma dels angles interns d'una ma-
teixa banda sigui inferior a dos rectes, aleshores
les dues rectes es tallen de la banda de la transver

sal en qué la dita suma és inferior a dos rectes.

Les quatre primeres nocions comunes sén realment propie -

tats formals de la igualtat. La quinta &s "el tot &s major que

la part".

Entre les proposicions del llibre I que més ens interessa
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remarcar hi ha:

P.17.-
P.26.-
P.27.-

P.28
P.29.-

P.30.-
P.32.-
P.47.~-

i
P.48

Criteri CAC de congruéncia de triangles (l)(*)
Criteri CCC. (2)

Existéncia de punt mig d'un segment.

Existéncia d'una recta perpendicular a una recta
donada menada des d'un punt donat.

Un angle exterior d'un triangle &s superior a gual
sevol dels angles interior oposats.

dos angles d'un triangle sumen menys de dos rectes.
Criteris ACA i CAA (3)

Dues rectes sbn paral.leles si existeix una trans-
versal que fa amb elles ancles interns alterns
iguals.

Reciproc de la proposicid 28 (per primera vecgada
empra el postulat V).

Transitivitat del paral.lelisme.

Els angles d'un triangle sumen dos rectes.

Teorema de Pit3gores i reciproc.

L'ideal dels Elements

L'ideal que Euclides perseguia en els Elements no era asso

lit de bon trog. Aquest ideal, esséncia del métode axiomitic,

(*) Vegeu les Notes al final
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&s que una demostracif no &s correcta si en ella hi intervenen
nocions que no siguin o b& primitives o b& que s'hagin definit
pr&viament a partir de les primitives, ni si s'empren enunciats
que no siguin o b& postulats o b& nocions comunes o b& proposi-

cions jutificades ja pré&viament.

Derivant com deriven les nocions geomd@triques de formes
d'intuicib arrelades en experi@ncies sensibles, les dificultats
per desenvolupar la geometria elemental seguint les estrictes
prescripcions del m&tode introduit per Euclides s6n paleses.
Alguns d'aquests perills Euclides els superd magistralment. En
molts d'altres la mateixa intuicid geom@trica el va trair. Po-

saré alguns dels exemples m&s visibles.

En la P.1 (construccib d'un triangle equildter de cos -

tat -donat) presuposa un axioma de continuitat.

En la P.4, criteri CAC, empra la nocib de "superposicid
de figures", quan la nocib de moviment no estd justificada en el
seu sistema i menys que les propietats d'una figura restin inva
riants en el moviment. (Per cert, que Euclides estava preocu -
pat per 1'lis d'aquest principi es deduix del fet que quan pot
passar-se'n, ho fa, encara que la demostracif resultant sigui

molt m&és complicada).

Moltes demostracions sbn arguments sobre un diagrama, com

en la proposicib 10 (existéncia de punt mig d'un segment), en la
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que presuposa que la recta CC' (fig. 1) talla la recta AB

en un punt interior al segment AB .

Figura 1

L'ideal d'Euclides no fou assolit en forma completa fins a
final del segle XIX. De tots els sistemes proposats, el més
prdxim en esperit al sistema d'Euclides &s el proposat per Hil -

bert en el seu Fonaments de la Geometria (1899) (vegeu 1l'edi-

cibd de Dunod citada abans o la versid escrita de la conferé&ncia

d'en Girbau.

La posicibé del Postulat V

El paper jugat pel Postulat V en els Elements es desco -

breix examinant les‘proposicions 27, 16, 17 i 29.

Figura 2
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Demostraré la P.27 fent servir la P.4 ; en els Elements
es procedeix d'una altra manera. Considerem dues rectes u i
u' que admeten una transversal t' que forma amb elles angles
interns alterns iguals (fig. 2). Siguin A i B els punts

d'intersecci6 de t amb u i u' , respectivament.

Raonarem per l'absurd. si u i u' no fossin paral.
leles, aleshores tindrien un punt C en comfi. Podriem
prendre C' sobre u tal gque AC' = AC i aleshores, per la
P.4 , els triangles BAC' i ABC serien congruents. S'en de-~
dueix de seguida que C'BA &s suplementari de l'angle a i
per tant que C' estd sobre la recta u , la qual cosa contra-

diu el primer postulat.

Corol.lari: dues rectes perpendiculars a una tercera sé&n

paral.leles.
Per demostrar la P.1l6 ,

tracem el raig r d'origen A i
formant un angle b amb el raig
:ZE (fig. 3). Aquest raig &s
paral.lel a BC , per la P.27 ’
de manera que no talla el segment

BC . Per tant el raig r no &s

B
entre els raigs AB i AC .
Figura 3
Per demostrar la P.17 ,
mireu la'fig. 4 on veiem que a + b <a + b' = un recte.
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Figura 4 Figura 5

Considerem ara dues rectes u i u' , com en la fig. 5
i una transversal t que forma angles interiors d'un costat a

i b . Aleshores del que hem dit tenim que:

- S8i a+ b=dos rectes, u i u' sbn paral.leles.

- S8i u i u' es tallen del mateix costat de t que

els angles a i b, aleshores a + b < dos rectes.

Aqui &s on es veu que si Euclides vol evitar la possibili-
tat que es dongui una situaci6 on a + b < dos rectes i on no
obstant u i u' s6n paral.leles, t& necessitat d'emprar un
postulat addicional. El1 postulat que ell escull &s el postulat
V . E1l fet de recondixer explicitament la necessitat d'un tal
axioma per evitar 1'existé&ncia de m&s d'una paral.lela el conver
teixen, irdnicament, en el primer gedmetre que hagi pogut entre-

veure la possibilitat d'una geometria no euclidiana.

Critiques posteriors del postulat V

Els successors d'Euclides foren mé&s euclidians que Euclides, en
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el sentit que durant segles estigueren convenguts, per raons di
verses, que el postulat V s'hauria de poder demostrar, i molts
cregueren que l'havien demostrat. El parany en qud@ queien adop-
ta sempre la forma d'emprar en l'argument, d'una manera més/o
menys implicita, una proposicibé que consideren evident perd que
no estd Jjustificada ldgicament dins del sistema axiomdtic d'Eu-
clides. A posteriori ha resultat que aquestes proposicions sén

enunciats equivalents al postulat V.

Tolomeu (segle II DC)

Pren dues paral.leles, una transversal i angles interns
d'una banda a i b (fig. 6).
Vol demostrar que a + b = dos

rectes. Per Tolomeu &s evident

a a' que si a b fos major que dos

b b' rectes, aleshores tamb& hoc seria

per qualsevol altra transversal

de qualsevol altre parell de pa-
Figura 6 .
ral.leles. En particular a' + b'

seria superior a dos rectes, d'on s'en deriva una contradicci®.

Proclus (410-485)

Sobre el Postulat V escrigué&:

S 'hauria d'esborrar de la llista de postulats, ja
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que &€s un teorema que involucra moltes dificultats
i que Tolomeu, en un cert llibre, es va proposar de
resoldre. L'enunciat que si dues rectes convergei-
xen més 1 mé&s arribaran a intersecar-se &s plausi-

ble, perd no necessari.

Proclus addueix l'exemple d'una hipérbola i una assimptota gque
s'apropen indefinidament sense tallar-se. Una rad que dbna Pro-
clus, per reforgar la seva creenga que el Postulat V és un teo-
rema, es que no li sembla possible que una proposicid 1la inver

sa de la qual &s demostrable no sigui ella mateixa demostrable.

*\\\\E\\“ La demostraci8 gue proposa

A B'

- t U  Proclus &s la seglient (vegeu la
‘\\\\:g\\\ fig. 7). Siguin u i u' paral.

1 .
u leles, A un punt de u i t

una recta per A distinta de u.
Figura 7 Pren un punt B sobre t , entre
u i u', iel punt B' , peu
de la perpendicular a u per
B . Quan B s'allunya indefinidament de A , BB' creix inde-
finidament. Per tant, diu Proclus, com la dist&ncia entre u i

u' &8s finita, arribard un moment gque B serd sobre u' .

Wallis (1616-1703)

Suposa que per atot triangle n'hi ha un altre semblant ar-
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bitrdriament gran i amb aquesta

N premisa demostra el Postulat V
A
u aixi (vegeu la fig. 8): Sigui
C Iy B
RN g P el peu de la perpendicular a
hl
L]
0 u u' per A, sigui t una recta
P .
per A distinta de u , i B un

Figura 8

punt sobre t entre u i u' ,
on u 1 u' sbn paral.leles. Sigui APB' un triangle semblant
al triangle ACB , B' sobre t , on C &s el peu de la perpen-
dicular a AP per B . Aleshores B' &s un punt comfi a t i

u' .
Legendre (1752-1833)

Durant un periode de quasi trenta anys Adrien Marie Legen-
dre publicd moltes "demostracions” del postulat de les paral.le-
les en les successives reedicions del seu llibre de text Elements
de GéomBtrie, el gual tingué& una gran influéncia en 1l'ensenyament
de la geometria durant tot el segle XIX. Fou un dels millors ma-
temd3tics del seu temps. A ell sb6n deguts el mé&tode dels minims
quadrats, el teorema de reciprocitat quadrd@tica en teoria de nom-
bres, els polinomis que porten el seu nom i molts teorémes de geo

metria neutral, &s a dir, la geometria que s'obté& prescindint del

postulat de les paral.leles.

Una de les demostracions de Legendre del Postulat V &s la

seglient (fig. 9). Sigui u una recta, P un punt exterior a
75



ul
]
R ala o
RO~ n
. -
[l u
s 0
Figura 9

ella. Sigui Q el peu de la perpendicular a u gue passa per

P i u' 1la perpendicular a PQ per P . Aleshores u' &s pa-

ral.lela a u . Sigui r una recta per P distinta de u' .
Es tracta de veure que r talla u . Sigui R un punt de «r
entre u i u' . Prenem R' 1'altra banda de PQ tal que

angle QPR' = angle QPR . Ara Q &s un punt interior a 1l'an-
gle R'PR i la recta u passa per Q . Per tant (segons Legen
dre) u talla al menys un dels costats d'aquest darrer angle.
Si talla al costat PR, la recta r tallaa u. I si talla
el costat PR' , diguem en el punt S , aleshores podem consi-
derar el punt T sobre la semirecta PR tal que PT = PS .
D'aquesta manera el triangle PQS &s semblant al triangle PQT
(criteri CAC) . En particular l'angle PQT &s recte i T &s

incident amb u' . Per tant r i u' es tallen.

W. Bolyai (1752-1833)

Demostra el Postulat V a partir de la suposicib que per

tres punts no aliniats qualssevol hi passa un cercle. La seva
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demostracif &s com segueix. Pren u, P, Q, u' i r com en la
demostracif de Legendre. Tot seguit considera un punt entre P

i Q, diguem A (fig. 10) . Sigui B el seu sim@tric respecte

C
P
u'
R
r
A
ul u
Q
BD
Figura 10
deu i C respecte de r . Posem R per designar la intersec-
ci6 de AC amb r . Comgque A, B i C no sén alineats, podem

considerar el cercle que passa per ells. El centre d'aquest cer-
cle &s incident amb r i amb u , car r i u s6n mediatrius

de sengles cordes del cercle.

Geometria neutral

En la secci6 anterior hem explicat algunes de les demostra-
cions del Postulat V proposades per matemdtics que a priori creien
que era possible donar-ne una demostracid directa. Com hem dit
abans, aquestes demostracions es basen en la suposici8 d'un enun-
ciat que retrospectivament sabem que &s equivalent al Postulat V.

En aquesta secci6 volem parlar d'una manera m&s subtil d'enfocar
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la gliestid per matemdtics que si b& tamb& estaven convenguts que
es podia demostrar a partir dels altres, no obstant en les se-
ves recerques no el substitueixen per un enunciat equivalent ama

gat.

A fi de parlar amb comoditat d'aquestes contribucions, de-
dicaré aquesta seccif a la demostracid d'alguns teoremes de geo-
metria neutral, &s a dir, la geometria que resulta d'admetre el
sistema d'axiomes (implicits o explicits) d'Euclides, llevat el
de les paral.leles. Per exemple, podem prendre un sistema d'axio
mes semblant al de Hilbert pel pla (vegeu l'exposicid d'en Gir -
bau per més detalls). D'aquesta manera, les primeres 28 proposi-
cions dels Elements s&n neutrals, i en particular la remarcable

P.17.

Teorema de Saccheri-Legendre. La suma dels angles d'un triangle

és inferior o igual a dos rectes.

Demostracif: Donat un triangle ABC (fig. 11), sigui M

X +(btc) ty = (xty)+b+tc =a+b+tc

Figura 11
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el punt mig de BC i sigui D un punt del raig AM tal que

M &s exterior al triangle i AM = MD . Aleshores el triangle
AMC é&s congruent al triangle DMB (criteri CAC). En deduim
de seguida que la suma angular del triangle ABD é&s la matéixa
que la del triangle ABC i que almenys un dels angles BAD o
VDA é&s inferior o.igual a 1/2 angle BAC . Per iteracid en
resulta que existeix un triangle PQR amb la mateixa suma angu-
lar que ABC i que t& un angle inferior a una constant positi-
va prefixada. Suposem ara que el triangle ABC tingu&s una su-
ma angular superior a dos rectes, per exemple dos rectes =*e ,

e positiu. Aleshores podem construir un triangle PQR amb un
angle inferior a e i de manera que la seva suma angular sigui
també dos rectes +e . Aleshores el triangle PQR té& dos an-
gles la suma dels quals &s superior a dos rectes, la qual cosa

contradiu P.17.

Teorema (Legrende) . Si existeix un triangle amb defecte nul,
aleshores existeix un rectangle. Si existeix un rectangle, ales
hores tot triangle té& defecte zero. Per tant si existeix un

triangle amb defecte nul, aleshores tot triangle t& defecte nul.

Demostraci6: El1 defecte d'un triangle é&s la diferén-
cia entre dos rectes i la suma angular. El defecte &s additiu
en un sentit que no cal precisar aqui. Aleshores si existeix
un triangle amb defecte zero, la descomposicidé en dos triangles
rectangles ens mostra que existeix un triangle rectangle amb

defecte nul (fig. 12). Aleshores es pot construir un rectangle
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com en la figura 13. Ara si existeix un rectangle, es pot cons-
< 0 . »
truir per un proces d'"enrajolament" un rectangle de dimensions

arbitrdriament grans. Si ara ens donen un triangle arbitrari ,

A

x+4 = 902
Figura 12

Figura 13

per veure que t& defecte nul ens podem limitar a considerar el
cas d'un triangle rectangle ( per descomposicid, com en la figu-
ra 12). Sigui doncs PQR un triangle rectangle. Aleshores, si
exiteix un rectangle, podem construir un rectangle ABCD i punts
Q' i R' sobre els costats incidents amb A (fig. 14) tals

R que el triangle AQ'R' sigui con-

gruent amb el triangle PQR .

Q p
Del fet que ABCD &s un rectan-

c D gle se'n dedueix de seguida que

el triangle ABD t& defecte nul;
per tant el triangle AQ'D té& de

fecte nul; per tant AQ'R' té& de

fecte nul; per tant el triangle

B Q' A
POR també té& defecte nul.
Figura 14

Corol.lari: Si existeix un trian-

gle amb defecte positiu, tot triangle t& defecte positiu.
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Saccheri (1667-1733)

El cas de Saccheri &s remarcable. Filosdficament parteix
d'una. posicid de creure la certesa del Postulat V. Metodolégi -
cament, en lloc de voler demostrar directament el Postulat V el
que fa &s acceptar .les proposicions neutrals d'Euclides i comen-
¢a a desenvolupar-les amb l'esperanga que trobara una proposicid
contradictdria amb la negacid del Postulat V. En aquests desen-
volupaments troba nombrosos teoremes genuinament no euclidians
perd no arriba mai a la desitjada contradicci6. E1 que ell con-
sidera al final una contradiccié,amb la que creu "reivindicar
Euclides", no s8n m&s gue resultats no euclidians que 1l'Gnic que

tenen &s que s6n allunyats de la intulcid euclidiana ordiniiria.

T&cnicament, Saccheri introdueix el que n'anomenarem quadrild -
ters de Saccheri (fig. 15), en els que els dos angles de la base

sbn rectes i els costats verti-

¢ P cals iguals. En un tal guadrild-
ter es verifica que é = S , la
qual cosa es demostra sense difi-
B [ 1 _[ a cﬁltad en el context de la geo-
metria neutral. Saccheri conside
Figura 15

ra aleshores successivament els
tres casos mtuament exclusius
A
que l'angle C sigui superior a una recta (hipdtesi de l'angle

obtfis, de 1l'angle recte i de l'angle agut respectivament). La hi
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pdtesi de l'angle obtfis la refuta amb el que essencialment &s
el teorema que n'he anomenat.de Saccheri-Legendre en la seccid
anterior, car aquesta hip8tesi porta immediatament a 1l'existén-
cia d'un triangle amb suma angular superior a dos rectes. En
la hipdtesi de l'angle recte, existeix un triangle amb defecte
nul i per tant tots els triangles tenen defecte nul, cas que co-

rrespon al de la geometria euclidiana.

La hipdtesi de 1l'angle agut, que Saccheri l'anomena "l'hos
til hipdtesi de l'angle agut", només el portava a resultats es-
tranys, mes no contradictoris. Al final la rebutj3d en els se-

glients termes:

"La hipdtesi de l'angle agut &s totalment falsa,

ja que repugna la natura de la linia recta".

Aquesta repugnancia prové del fet que la hipdtesi de l'angle agut

el porta al seglient resultat:

Donat un punt exterior a una recta existeixen dues
rectes v 1 w incidents amb el punt que dividei-
xen el conjunt de rectes que passen pel dit punt en
dues classes: la de les rectes que tallen la rec-
ta donada i la de les rectes que tenen una fnica

perpendicular comG amb ella.

Aquests resultats els veurem després en parlar de la teoria

de les paral.leles de Gauss.
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Lambert (1728-1777)

El treball de Lambert s'assembla t&cnicament al de Sacche-
ri. Considera quadrildters trirectangles (en direm quadrild -~
ters de Lambert), com els de la figura 16 i considera les hiplte-

sis que l'angle D sigui obtflis, recte i agut. La primera con =-

D T C

Figura 16

dueix a un triangle amb suma angular superior a dos rectes. En
el cas de la segona estem en la geometria euclidiana, car exis-
teix un rectangle. En el cas de la tercera troba tamb& nombroses
conseqiiencies estranyes. Per exemple, observa que posat que el
defecte i 1'area sb6n additives es tindrd3 que l1l'&drea de tot trian-
gle &s proporcional al seu defecte. Perd a difer@ncia de Sacche-
ri, no va interpretar aquests resultats com si fossin absurds,

sind que pensava que

"Tot sistema d'hipdtesis que no porten a contradic -

ci6 &s la base d'una geometria possible".

Tamb& va suggerir que la geometria que s'obté& en la hipdtesi de
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l'angle agut correspon a la geometria sobre una esfera de radi
imaginari. Tornarem a parlar d'aquest punt, que sempre sembla

una mica misterifs, en parlar de Taurinus.

Lambert també& descobreix que en la hipdtesi de 1l'angle agut exis
teix una unitat de mesura absoluta. També enparlarem després.
Potser &s aquest l'finic fet que el fa dubtar de la possibilitat

d'una tal geometria.

Kligel (1739-1812)

Kligel pos3 de manifest l'error caracteristic de 28 demos
tracions del Postulat V. Coneixia 1'obra de Saccheri i era
conscient que aquest no havia arribat a cap contradiccié 18gica

i expressd dubtes que mai si pogués arribar.

En tots els treballs sobre les paral.leles, la relacid pre
cisa entre la formulacibé 13gica de la geometria i els continguts
de l'experiéncia havien restat no analitzats. La solucib de Kant
qui considerava que la geometria d'Euclides &s una forma a prio-
ri de la nostre capacitat de aprehendre 1l'espai, resultd errdnia,
precisament pel fet que existeixen geometries no euclidianes.
Kant certament estava condicionat pels &xits de la mec@nica new-

toniana, basada en l'esmentada geometria.

Vers 1763 Kliigel arribd a una conclusié important: La cer:
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tesa amb qué s'accepta l'axioma de les paral.leles prové de l'ex

periéncia,

Carta

Gauss (1755-1855)

Vegeu el que expressd en algunes cartes:

a W.Bolyai (1813)

Carta

" Si es pogués demostrar l'existéncia d'un triangle 4'a -
rea tan gran com volguem, aleshores es podria demostrar

amb tot rigor la totalitat de la geometria euclidiana. Mol
tes persones prendrien aquesta proposicié com un axioma,
perd jo no! Es possible que l'drea no arribi mai a un cert

valor 1limit".

a Olbers (1817)

Carta

"Cada vegada m'estic convencent més que la necessitat
fisica de la nostre geometria euclidea no pot &sser demos-
trada, almenys ... per la rad humana. ... hem de posar
la geometria, no en el mateix lloc que la aritmética, que
&s puramant a priori, sind en el mateix lloc que la mecd-
nica.

Potser en una altra vida ens serd possible de penetrar en

la natura de l'espai; per ara no &s factible".

a" Taurinus (1824)

"pPel que fa al seu intent (de demostrar el Postulat V), no
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tinc res ( o no gaire) a dir, llevat que &s incompleta.

és cert que la seva demostracid gque la suma dels angles
d'un triangle no pot superar dos rectes &s una mica defi-
cient pel que fa referéncia al rigor, perd aixd es pot ar-
reglar f3cilment i no hi ha dubte que aquesta impossibili-
tat es pot demostrar amb tot rigor. Ara b&, la situacid

€s totalment diferent en la segona part, que la suma dels
angles no pot ser inferior a dos rectes; aquest &s el punt
critic,el penya-segat on es produeixen tots elsnaufragis.
M'imagino que sobre aquest problema no hi ha estat pas molt
de temps. Jo hi he estat pensant durant més de trenta anys
i no crec que ningQG hi hagi pensat, sobre aquesta segona

part, més que jo, tot i gue no n'he publicat res.

La suposicid que la suma dels angles d'un triangle
€s inferior a dos rectes condueix a una geometria curiosa,
molt diferent de la nostre (la euclidiana perd totalment
consistent, que he desenvolupat a la meva entera satisfac-
ci6, de manera que en ella puc resoldre-hi qualsevol pro-
blema llevat la determinacid d'una constant que no es pot
determinar a priori. Quant més gran un pren aquesta cons-
tant tan més prdxima &sdelageometria euclidiana quan s'a-
gafa infinitament gran, les dues coincideixen. Els teore-
mes d'aquesta geometria semblen paradoxals i, a un no ini-
ciat, absurds; perd una reflexid calmada i sostinguda mos-
tra que no contenen res d'impossible. Per exemple, els an-

gles d'un triangle esdevenen tan petits com es vulgui si



un pren els costatssuficientment grans; i tot i aixi 1'a-
rea d'un triangle no pot superar una certa constant, per

més grans que es prenguin els costats.

Tots els meus esforgos per descobrir una contradic-
cib, una inconsisté@ncia, en aquesta geometria no euclidia-
na, no han tingut 8xit, i la cosa en ella mé&s oposada a
les nostres concepcions &s que, si fos certa, existiria en
l'espai una magnitud lineal, determinada per ella mateixa
(perd que ens &s desconeguda). Perd em sembla a mi que,
malgrat la sivia xerrameca dels metafisics, sabem massa
poc, © quasi res en absolut, sobre la vertadera natura de
l'espail com per considerar impossible del tot el que ens
sembla no natural. 8i aquesta geometria no euclidiana fos
certa i si fos possible de comparar aquella constant amb
magnituds que apareixen en les nostres mesures de la terra
i del cel, podria &sser determinada a posteriori. En con
sequiiencia, he bromejat de vegades expressant el desig que
la geometria euclidianano fos certa, ja que aleshores tin =

driem un patrd de mesura absolut a priori.

No tinc cap por que les persones gue han mostrat te
nir una ment matemdtica reflexiva malentenguin el que he
dit abans, perd en tot cas consideri-ho una comunicacid pri
vada de la qual no se n'ha de fer ni Gs plGblic ni cap Gs
que portés a la publicitat. Potser jo mateix, si en el fu

tur tinc més temps lliure que en la actualitat, far& pGbli
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ques les meves recerques”.
Encara al 1829, en una carta a Bessel, Gauss expressa la
. . N Bl .
seva por "al rebombori dels beocis" ( o sigui, dels metafisics

neokantians).

Carta a Schumacher (1831)

"Fa algunes setmanes que he comengat a escriure alguns re-
sultats de les meves meditacions sobre aquest assumpte, que
provenen de quaranta anys endarrera, i de les que res n'he
redactat, cosa que m'ha obligat tres o quatre vegades a co-
mengar de nou el meu treball. No voldria perd que aixd es

moris amb mi".

Aquesta redacci6 la va interrompre el 1832, en con&ixer el

treball de J&nos Bolyai.

La lectura d'aquestes cartes ens conveng que Gauss té& prio
ritat en el descobriment de la geometria no euclidiana (hiperbd-
lica), perd que no té prioritat de publicacié. Essencialment la
posici6 a la qual arriba es pot resumir dient que compré&n que el
Postulat V no es pot demostrar a partir dels altres, ni tampoc
la seva negaci6. Per tant &s factible desenvolupar una geome-
tria que no satisfaci al Postulat V. Naturalment Gauss era cons
cient del problema de fonaments que aixd plantejava, ja que la
geometria euclidiana perdia aixf la base per la qual s'havia con-
siderat consistent sense mé&s arguments, a saber, que era la ver-

" tadera geometria de l'espai. Geometria euclidiana o no euclidia
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na, les dues restaven iguals davant el problema de la seva con-

sist&ncia.

La concepci6 de la geometria segons Gauss &s la que, a
través de Riemann i m&s tard de Einstein, ha passat a ocupar la
posici6 filos8fica.que sempre havia ocupat la geometria eucli -

diana.

Entre les raons que tal vegada expliquen perqué Gauss no
va publicar mai res de les seves recerques podem mencionar el te
mor que tenia a les pol@miqgues, el seu principi de "Pauca sed ma
tura", i l'enorme activitat de Gauss en moltes branques de les
matem3tiques, de l'astronomia, geod&sia, fisica, invencid, etc.
Tal vegada tamb& hi ha el fet gque potser la solucif que ell es-
perava del problema de l'espai, en la direcci6 que mé&s tard in -

augurd Riemann, era la que ell realment perseguia.

En la resta d'aquesta seccib exposaré& alguns resultats de
la teoria de les paral.leles de Gauss i alguns de geometria hi -
perb8lica. Per abreujar no incloc demostracions, que podeu tro-
bar en el llibre de Coxeter "Fundamentos de Geometria" (Limusa-

Wiley, 1971), o en l'exposici6 d'en Girbau.

Teorema 1. Donada una recta u 1 un punt fora d'ella A (fig.l7)

A
r' r

Figura 17 8¢



existeixen dos raigs r i r' d'origen A que separen els
altres raigs d'origen A amb els compresos entre r i ' ,
els quals tallen u, 1 els que no estan compresos entre r

i r' , que no tallen a u .

Aquest teorema de geometria neutral &s una conseqﬁéncia'de
l'axioma de continuitat. Si r i r' estiguéssin sobre una
recta la geometria seria l'euclidiana. A les rectes que conte-
nen r i r' Gauss les anomena paral.leles a u . A les rec

tes incidents amb A gue no tallen u , ultraparal.leles.

Tot seguit Gauss demostra certes propietats formals del pa
ral.lelisme. Per exemple, que si un raig &s paral.lel a una rec
ta aleshores el raig que s'obté& sumant-1i o restant-li un seg -
ment tamb& &s paral.lel a la mateixa recta. També demostra que

el paral.lelisme de raigs &s sim@tric i transitiu.

Posem-nos ara en el cas que r i r' sbn diferents. Aleshores
si una recta u' &s paral.lela en els dos sentits a una recta

u , aquestes rectes coincideixen. Aixd permet introduir, per
cada sistema de raigs paral.lels, un punt ideal pel qual passen
tots els raigs del sistema. Aleshores dos punts ideals determi-
nen una finica recta. Podem donc parlar de triangles assimptdtics
o sigui, triangles que tenen un vértex impropi. A aquests trian-
gles s'els pot aplicar moltes propietats dels triangles ordinaris

sempre que considerem que l'angle impropi &s nul. Per exemple:
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Teorema 2.- (Criteri CAA per triangles assimptdtics). Si ABX

i A'B'X' sbn triangles assimptdtics (X i X' els vértexs

impropis) tals que AB = A'B' i a = a' (fig. 18), aleshores

B~
2 :

Bl

b = Db'

A'

Figura 18

Teorema 3.~ Dues rectes ultraparal.leles tenen una perpendicu-

lar com@ Gnica.

Teorema 4.- En un triangle assimptdtic ABX , l'angle exterior

en A, a' , é&s superior a b (fig. 19)

A/<a' X
L

B

Figura 19

Teorema 5.- (Criteri AAA per triangles assimptdtics). Si
ABX i A'B'X'" sbn triangles assimptldtics i a =a' , b=Db',

aleshores AB = A'B' (fig. 20)
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Figura 20

Teorema 6.- Dos raigs que no estan alineats tenen una paral.le-

la com@ Gnica.

Teorema 7.- (Criteri AAA per triangles doblement assimptdtics).
Dos triangles doblement assimptdtics sén congruents si i només

si tenen el mateix angle finit.

Ara &8s clar que existeixen triangles triplement assimptdtics i
que dos d'ells sSn congruents (per descomposicib6 en dos triangles

rectangles doblement assimptdtics).

Teorema 8.~ Tot triangle assimptdtic té& &rea finita. Per tant,
un triangle doblement assimptdtic t& &8rea finita i aquesta no -
més depdn de l'angle finit, i un triangle triplement assimptdtic

t& 3rea finita, la mateixa per tot triangle d'aquesta mena.

Teorema 9.- L'3rea d'un triangle &s proporcional, per una cons-
~gorema J P
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tant independent del triangle, al seu defecte. La demostracid
de Gauss d'aquest darrer resultat es pot esquematitzar aixi :
Per auntriangle doblement assimptdtic el defecte d é&s l'angle
exterior en el va&rtex finit i la seva drea serd una funcié de
4, A(4) . és una funci6 creixent de d tal que A(0) = 0 i

A(m) =k , on k &s 1l'drea d'un triangle triplement assimptd-

tic. Si ara considerem la figura 21 veiem que

A(d) + A(m - 4d) =k

Y
7 ,
/,///////////// T-d
Y n-d a n—d|
X a+ar .
A / X
'z

Figura 21

Figura 22

i considerant la figura 22 , que
A(d) + A(d') + A(m -4 -4d') =k .

Si. en la primera relaci6 posem d + d' en lloc de d , trobem

que

A(d + d') = A(d) + A(d")

i per tant A(d) = gd, g una constant que de fet val k/7 , ja
que A(7) =k .
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Finalment, considerant la figura
23 veiem que si S é&s l'&rea del

v triangle ABC , aleshores

S + gla+b+c)=%k=qg(nm)

d'on resulta que

Figura 23

S = gd (d el defecte).

Remarca.- Dltaquest teorema es pot deduir f3cilment que si dos
triangles s6n semblants , aleshores sén congruents. I tamb& que

val el criteri AAA per triangles.

Taurinus (1794-1874)

Pels voltants de 1826 Taurinus mostra com es pot construir,
per mitjans analitics, un sistema que compleix la hipdtesi de 1l'an-
gle agut. Aquest sistema no &s més que l'esfera de radi imagina-
ri, o sigui, en la qual es redefineixen els angles transformant
les f6rmules de la trigonometria esf@rica per substitucid del radi
k per 1ik. Un suggeriment en aquesta direccid 1l'havia vista
Lambert en observar que en el cas de l'esfera 1l'drea d'un trian -
gle E&s k2 multiplicat per 1l'excé&s angular del triangle, mentre
que en la hipdtesi de l'angle agut era proporcional al defecte.

La substitucif de k per ik transforma la primera fdrmula en la

segona.
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Taurinus parteix de la

identitat (fig. 24)

s (a/k) = cos (b/k) cos (¢/k) +

sin (b/k) sin (c/k) cos ()

Figura 24

vdlidaper a un triangle esféric, i

mitjangant el canvi de k per ik

obté& la f6rmula
ch (a/k) = Ch (b/k) Ch (c/k) - Sh (b/k) Sh (c/k) cos (a)

la qual &s una manera de dir que es redefineixen els angles a ,

B , 7 dels triangles esf@rics.

Aleshores demostra que d'aquesta manera la suma angular &s

inferior a dos rectes. Per exemple, si el triangle &s equillter

aleshores.
cos (a) = Ch (a/k) / (1 + Ch (a/k)) ,

que &s superior a 1/2 , com es veu immediatament. AixI que

o« &8s inferior a 60¢2.

Per altra banda &s immediat veure que la férmula dbna la
relacié del teorema del cosinus en el pla euclidid quan k ten -
deix a infinit.
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Taurinus pren tamb& la segona formula fonamental de la tri

gonometria esférica,

cos («) -cos (B) cos (v) + sin (B) sin (vy) cos (a/k)
la qual es converteix en

cos (a) = -cos (B) cos (v) + sin (B) sin (v) Ch (a/k)

Prenent a =0 i v = 7n/2 (fig.

25), obtenim que

Ck (a/k) =1 / sin (8)

que &s la famosa f6rmula de l'an-

Figura 25 gle del paral.lelisme.

Taurinus tamb& veu que 1'3
rea d'un triangle &s proporcional al defecte angular i calcula
la longitud i 1'area d'un cercle (27kSh (r/k) i Zsz(Ch Yr/k)-1),

respectivament) .

NOTES

(1) CAC' &s un abreujament de costat-angle-costat i "criteri

CAC" &s el criteri de congrué@ncia de triangles segons el
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qual si dos triangles ABC i A'B'C' sbn tals que AB = A'B'

AN
AC = A'C' 1 BAC = B'A'C' , aleshores els dos triangles s5n con

gruents, aixd &s, BC = B'C' , ABC = A'B'C' i ACB = A'C'B'

(2) El "criteri CCC" diu que dos triangles ABC i A'B'C’

sén congruents si AB = A'B' , AC = A'C' i BC = B'C' ,

i.e., si els costats d'un sbn respectivament congruents als cos-

tats de l'altre.

(3) El "criteri ACA" &s el que garanteix que dos triangles
s6én congruents si un costat i els seus angles contingus

d'un d'ells sbn respectivament congruents a un costat i als seus

angles contigus de l'altre.

Un significat an3leg t& l'abreujament "criteri CAA"™ en
el que les premises s6n la congru@ncia d'un costat, un angle con

tigu i 1'angle oposat .
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