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I PRELIMINARES

Generalidades

Sea Pn el espacio proyectivo de dimensidén n definido sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado K. El cuerpo K serd fijo y le lla-
maremos cuerpo base; a Pn le llamaremos el espacio proyectivo

ambiente.

Por variedad de dimensidén d entenderemos una variedad al-
gebraica proyectiva de dimensidén pura d. Supondremos ademis
que son reducidas y, si d ® 1, que son conexas. A las varieda-
des de dimensidn 1 y 2 las llamaremos curvas y superficies
respectivamente. Dada una variedad irreducible V de dimensidn
d, a las variedades de dimensién d-1 contenidas en V las llama-

remos hipersuperficies de V.

Seccdiones hipenplanas

Dada una variedad V de dimensidn d, existen siempre hiperpla-
nos H tales que H no contiene a ninguna de las componentes de

V (diremos que H intersecta propiamente a V), en cuyo caso HNV
es no vacia y todas sus componentes tienen dimensién d-1. Di-
remos que HNV es una seccidn hiperplana de V. Si d = 2 esta

seccidn es conexa cuando V es irreducible.

Grado

Consideremos ahora una variedad lineal L de codimensi6én d que
corte a la variedad irreducible V en un mnimero finito de
puntos Pl,...,PS. Cada Pi aparece con una multiplicidad bien

determinada m; en la interseccién LnV ([Wi], p. 119, Th. 2)



(con los paréntesis cuadrados denotamos las entradas de bi-
bliografia al final). La suma de las multiplicidades m; es in-
dependiente del espacio lineal L ([W1], p. 229, Th. 2) y se la
1lama grado u orden de V. Lo denotaremos deg(V). En el caso de
que la interseccidn LNV sea transversal en cada Pi se tiene
que m; = 1 ([WI], p. 122, Prop. 7), de donde resulta que en este
caso el grado es simplemente igual al nimero de puntos de in-
terseccidn. En particular resulta que deg(V) es igual al nimero
de puntos de interseccién de V con un espacio lineal genérico
de codimensidn d (por [WI], p.229, Coroll., o, alternativamente,
[SZ], 11, §6, 7, e). Este resultado serd utilizado a veces bajo
la siguiente forma: si V tiene dimensidén d y grado g, si L
tiene codimensién d y si LNV contiene al menos g+1 puntos,
entonces LNV contiene una curva. Finalmente, si V es reducible,
una variedad lineal genérica L de codimensidén d no puede te-
ner puntos comunes a dos componenté;%;éado que una variedad
lineal genérica de codimensién d no corta a una variedad dada
de dimensidn inferior a d. Asi que el ntGmero de puntos de LNV
es igual a la suma del nGmero de puntos de interseccidn con
cada una de las componentes de V, por lo que es natural definir
el grado g de V por la relacidn g = gyte-tes donde gj=deg(vj).
Que esta definicién de grado coincide con la definicidn en el
sentido de la forma de Chow-Van der Waerden se puede ver por
ejemplo en [SI) (p. 67), o bien en el articulo original (m1] .

El grado se puede también calcular por medio del polinomio de
Hilbert PV(t) de la variedad V: el grado de este polinomio es

igual a la dimensign d de V y el coeficiente de td es g/d!,

=



siendo g = deg(V) ({35], p. 214). Combinando los anteriores

resultados llegamos al siguiente método para calcular el grado:

(i Sea V una variedad proyectiva y pongamo I para denotar
el ideal homogéneo de V. Sean hl""’hd formas lineales

en XO,...,X donde d = dim(V) y pongamos

n’
5, = dim (K[XO,...,XH] /(I,hl,...,hd))m.
Entonces, si Gm es constante para m>»>0, g = 6m para m>>0.

Por otra parte 6m siempre es constante para m>0 si las

hl""’hd son genéricas.

Grado minimo
Cambiando P por la envoltura lineal {V> de nuestra variedad V
siempre podemos suponer que V no estd contenida en ning(in hiper-

plano de P . Asi1 lo haremos en lo sucesivo.

2. Si V es una variedad irreducible de Pn de dimensidn d

y grado g entonces

g & n-d+1 = c+1
siendo ¢ la codimensidn de V.
Una demostracidn de esta proposicidn resulta inmediatamente
del hecho que si H es un hiperplano genérico de P entonces
HNV tiene el mismo grado que V (|S2], p. 106, Fxemple 1), es

irreducible ([Wﬂ , p.300, Th. 16), y su envoltura lineal es H.

A las variedades de P, cuyo grado es igual a c+1 las llama-
remos variedades irreducibles de grado minimo de P_. Antes de

explicitar la estructura de estas variedades notemos que

3. Una variedad irreducible de grado minimo de Pn es

linealmente normal y racional.

B



Demostracidn: Si V fuese proyeccidn de una WcPb 4 del mismo
grado que V, dim Wy € g+d-1 = n y por tanto de hecho W esti
contenida en un hiperplano de Pn+1' Para ver que es racional,
témense g-1 puntos genéricos independientes de V, P1,...,Pg_1

y proyectemos V sobrelPd desde estos puntos. Entonces vemos

que esta proyeccidn es de hecho birracional (hay que utilizar
el hecho que si P es otro punto genérico independiente entonces
P+P1+...+Pg_1 corta a V en P con multiplicidad 1, y que esta

multiplicidad es el indice de inseparabilidad de P sobre su

proyeccidn en Pd ([w1] , p. 125, Th. 3)).

Vaniedades negladas

Para nuestros propdsitos llamaremos variedades regladas (VR)

a las variedades de Pn que son lugar de s subespacios lineales
de dimensién d-1. Con mds precisidn, sea Grn,d—1 la variedad
grassmanniana de espacios linales de dimensidén d-1 de Pn (ﬂ{—ﬂ 3
vol. II) y sea C una curva contenida en Grn,d-1' Consideremos
la correspondencia IC'CXIPn dada por incidencia, (t,x) €1 siy
s6lo si xelL,, siendo L, el espacio lineal de dimensidn d-1

que corresponde a t. Entonces la familia {Lt}t ec ©S (por defi-
nicién) una familia & de subespacios de dimensidn d-1 vy

v = t%% Ly se llama una variedad reglada. A los espacios L, los
l1lamaremos generatrices de V. Si C es cerrada, y por tanto pro-
yectiva, V = T[C] serd proyectiva (w2], § 33). Si C no es
cerrada, sea C su clausura por la topologia de Zariski, de modo

que € = C U{tl,...,ts}. Entonces si V = tenemos que V

UL
teC 't
es una variedad proyectiva y que V es un abierto denso de V

(de hecho V contiene a V—(Lt eer L )). Es decir, V es 1la
1 s
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clausura de V por la topologia de Zariski de P,. Estas con-

sideraciones nos muestran que siempre podemos suponer que la

curva C (y por tanto la variedad V) es cerrada. Si C es racio-

nal diremos que V es una variedad reglada racional (VRR).

4.

Sea Gr i = 1,2, la grassmanniana de espacios li-

n,di,

neales de dimensidn di contenidos en Pn y sean

u:G - Grn’d1, v:G — Grn,d2 morfismos, donde G es una

variedad irreducible. Supongamos que Lv(x)g Lu(x) para
eri B <

un punto genérico x de G. Entonces Lv(x)"'Lu(x) para

todo x de G.

Esta proposicidn se demuestra sin dificultad por medio de la

teoria de correspondencias. Nos interesa el siguiente corolario:

S

Sea V una variedad reglada y sea H(;Pn un hiperplano
que no contiene a V. Pongamos V para indicar el cierre
de la variedad casiproyectiva obtenida reuniendo 1los
Hn L, donde L recorre el conjunto de generatrices que
no estidn contenidas en H. Entonces VnL contiene un es-
pacio lineal de dimensidn d-2 para toda generatriz L,

donde d = dim(V).

Vaniedad de cuerndas

Dada una variedad irreducible V de Pn’ formemos el conjunto
Z!;VXVXIPn cuyos puntos (x,x',z) satisfacen las condiciones
X # x', ze<x,x"> , y sea Z su clausura (de Zariski). Como
prVXV:Z ~> VxV tiene fibra genérica una recta, resulta que
dim(Z) = 2d+1, siendo d = dim(V). Ahora se llama variedad de

cuerdas de V a la variedad L,V definida por L,V = PTp (2).
n

=



Esta claro que le contiene, y es la clausura de, Prp (Z2),
n
ue es el lugar de los puntos z que pertenecen a cuerdas LK yx'>
q g p q p
de V. L,V contiene ademds "limites" o "especializaciones' de

dichas secantes. De todo ello resulta que

6.4 dim(L1V) = 2d+1-6
siendo § 1a dimensidén del sistema de secantes de V
que pasan por un punto genérico de L1V.

En particular resulta que a fin de que L,V = Pn es

necesario que 2d+1 = n.
En el caso de que V = WL (es decir, el cono sobre W con
vértice el espacio lineal L) se verifica inmediatamente que

i L4V = (L,W)=L.



11 VARIEDADES CONEXAS EN CODIMENSION UNO

DE GRADO MINIMO

Varniedades conexas en codimensidn k

La nocidn de variedad conexa en codimensidén k fue introducida

por Hartshorne [HG]. Esta nocidén se ha mostrado de interé&s para

nuestros fines. En el caso de variedades equidimensionales

se puede reformular con mds facilidad debido a la siguiente

proposicidn:

8. Sea V.= V,v...uV una variedad proyectiva de dimensidn
d y sea k = 0 un entero. Entonces las siguientes pro-

posiciones son equivalentes:

(i) V-W es conexa para todo cerrado WCV tal que

codimVW >k.

(ii) Para j = 2,...,r (posiblemente después de reor-
. <
denar), codlmVjVj()(V1u ...LIVj_1) k.
A las variedades que satisfacen esta condicidén (a nosotros

nos interesa la segunda forma) las llamaremos conexas en codi-

mensidn k.

Puesto que el grado minimo de una variedad reducible puede
ser menor que el minimo para las irreducibles (como lo muestra
el ejemplo de dos planos en P,. que se cortan en un Ginico punto),
y puesto que tenemos interés en estudiar variedades conexas
en codimensidén uno, nos planteamos la cuestidén de hallar la

estructura de las variedades V conexas en codimensidn uno



(no contenidas en ningln hiperplano) tales que g £ n-d+1.

La respuesta a esta cuestidn estd contenida en el siguiente

teorema:

9. Sea V = V1U ...UVr una variedad conexa en codimensidn
uno, no contenida en ningﬁn hiperplano, tal que
g ¢ n-d+1, siendo g su grado y d su dimensidén. Ponga-
mos Li :‘<Vi>‘ Entonces se verifican las siguientes
propiedades:
(i) V, es irreducible de grado minimo en Li'
(ii) g = n-d+1.

(i11) Vi0(V4U .. UV5 q) = Lin (Ly+.. oL tal

j_1)y

vez después de cambiar el orden de las compo-
nentes, j = 2,...,r, y este espacio lineal tiene

dimensidn d-1.

Demostracidn: Pongamos n, = dim(Li), ey = dim L.r\(L1+...+Lj_1).
Entonces de la férmula de las dimensiones resulta que

J J

todas estas desigualdades hallamos que SVARTERAEL IS (FRPPRES (e

e. = n.+dim(L1+...+Lj_1)-dim(L1+...+Lj), j=2,...,r. Sumando

dim(L1+...+Lr). Ahora si By = deg(Vi), g = gq*...*g,., tenemos

que n; Z gi+d-1 (por 2), que g £ n-d+1 (por hipdtesis), que

dim(L1+...+Lr) = n (puesto que V no estd contenida en ninglin
hiperplano), y que & > d-1 (pues er\(V1U ...L)Vj_1) estd
contenida en Lj{\(L1+...+Lj_1)). De todo ello resultan las de-

sigualdades

(r-1)(d-1)

IN

tooot = NgF st -n
62 e 1 nr

IN

g+rr(d-1)-n £ (r-1)(d-1).



Se sigue que todos los signos de desigualdad han de ser igual-
dad. En particular hallamos que ej= d-1, que g = n-d+1
y que n; = gi+d—1. De ahi resultan inmediatamente todas las

afirmaciones.

E1l teorema 8 reduce el estudio de las variedades reducibles
conexas en codimensidn uno de grado minimo al estudio de las

variedades irreducibles de grado minimo.

Construcceién de variedades irneducibles de grado minimo

E1l caso de las curvas estd claro: una curva irreducible de grado
minimo n en Pn es una curva proyectivamente equivalente a la
imagen de P1 en Pn por el sistema lineal completo \@(nﬂ . A estas
curvas se las denomina racionales normales (CRN). A la imagen

de P1 por el citado sistema lineal la denotaremos S(n).

A continuacidn mencionamos algunos resultados suplementa-
rios sobre estas curvas. En primer lugar, sea V una curva irredu-
cible de grado n en Pn y sea x un punto. ;Se puede reducir el
par (V,x) a forma candnica? Para el cason = 3 y n =4 (que son

los que tienen interés para nosotros) tenemos lo siguiente:

10. Si V es una ciibica de P3 y x un punto fuera de la misma,
existe una transformacidn proyectiva de P; que trans-
forma (V,x) en (S(3),P) o bien en (S(S),P1), siendo
P = (0,1,0,1), P1 = (0,1,0,0). Vale la primera reduccidn
o la segunda seglin que X no pertenezca o pertenezca

a la superficie de tangentes de V.

11. Si (V,x) es una cudrtica de P,, x un punto fuera de V,

y si ponemos P = (0,1,0,0,0), P = (0,1,0,1,0), Gy =

-9-



(0,1,0,1,a), siendo a # 0, entonces existe una trans-
formacidn proyectiva de PA que transforma (V,x) en
(S(4),P1), 0 en (S(4),P),}£j§n (S(4),Qa). Ocurre la
primera reduccidn si y sbélo si x pertenece a la su-
perficie de tangentes de V; la segunda si y sdlo si

X no estd en la superficie de tangentes pero pertene-
ce a la variedad (de dimensidn tres) de cuerdas de V;
la tercera si y s6lo si x no pertenece a la variedad

de cuerdas.

Se sabe que dados n+3 puntos en posicidn general de Pn,
entonces existe una Gnica curva racional normal que los con-

P ,P_,P

tiene. Pongamos P - n+1,Pn+2 para denotar dichos

g2Pqs-n-
puntos. Cambiando de sistema de coordenades podemos suponer que
los n+1 primeros forman los puntos de referencia, que Pn+1 es

el punto unitario y que Pn+2 = (ao,...,an). ;Cémo se expre-

san entonces las ecuaciones de la inica CRN que pasa por ellos?

A tal fin pongamos Yi = (anXi—aan)/(an-ai). Entonces
12. Las ecuaciones
K X X
detz 0 ™ n-1 -0
Yo ¥y e Tl

(obtenidas tomando los determinantes de orden 2 de la
matriz e igualdndolos a cero) representan a la {inica

CRN que pasa por PO”"’Pn+2'

Por otra parte es bien sabido, e inmediato de demostrar, que

S(n) admite ecuaciones de la forma
% q v Xn_1)= o
Xy sws X

2\x

0
1

13, det



Agrupemos en un enunciado otros tipos de variedades irre-

ducibles de grado minimo:

15. (i) Las hipersuperficies de grado minimo son las cuddricas.
(ii) Las superficies Vg de Veronese son de grado minimo
(es decir, superficies de PS proyectivamente equiva-
lentes a la imagen de Wz en WS por el sistema lineal
completo |®(2ﬂ).
(iii) Un cono formado con directriz irreducible de grado

minimo es una variedad irreducible de grado minimo.

La familia méds importante de variedades irreducibles de
grado minimo la forman las llamadas variedades regladas raciona-

les normales. Vamos a dedicarles un punto aparte.

Varniedades regladas racionales normales

Por conveniencia del lector vamos a reproducir la definicidn
de [ﬂS]. Sean L1""’Ld espacios lineales de Pn’ Ny,...,Ny SUS
dimensiones y supongamos que n, e n, ¥ ,.. B ny >0, n,
L1+"'+Ld = Wn, Lj disjunto de L1+...+Lj_1 (i = 2,...,d). Sea k

w
—

IN

el indice tal que ny >, ny g 0, de modo que 1 k ¢ d. Para
cada j = 1,...,k, sea Vj uny CRN de Lj y hJ.:IP1 -> Vj isomorfismos.

Para los j tales que k+1 € j € d (si es que existe alguno), sea

<
i

-

—~
1f

un punto) y hj:P1 -> Vj la aplicacidn constante.
Finalmente pongamos S(n1,...,nd) para indicar la reunidn de los

espacios lineales de dimensidn d-1

6, = (g (1) ,...,hy (D)) , tEP,.

Diremos que S = S(n1,..g,nd) es una variedad reglada racional

normal (VRRN). Nétese que si d = 1 entonces la variedad que

-11-



obtenemos

normal de

es denotada S(n) y consiste en una curva racional

Pn’ lo que muestra que no hay conflicto con el anterior

significada de S(n).

16.
(1)
(ii)

(iii)

(iv)

()

(vi)

(vii)

Las variedades RRN tienen las siguientes propiedades:

No estdn contenidas en ningln hiperplano.
deg(S(n1,...,nd)) = n1+...+nd = n-d+1,

de modo que son variedades irreducibles de grado minimo.
S(n1,...,nd) es no singular si y sélo si ny LR
S(nl,...,nk,O,...,O) es un cono de directriz S(n1,...,nk)
y vértice Lk+1+"‘+Ld’ de donde es singular sélo en

los puntos del vértice.

Dos variedades de tipo S(n1,...,nd) son proyectivamen-

te equivalentes.

Una cuddrica de rango 3 es una 5(2,0,...,0); una de
rango 4, una S(1,1,0,...,0). Las de rango ®5 no son

ni siquiera regladas.

S admite ecuaciones de la forma detz(A) = 0, siendo

A = (A1|"'!Ad)’ y siendo Ai una matriz de la forma

Xi,ni-1

i Xim wes Xa
i1 742 i,ng

donde las Xij forman un sistema de coordenadas de Pn.

S(1,.?2,1) es proyectivamente equivalente a la imagen

de P1XPd_1 en Wzd_1 por el morfismo de Segre.

A estos resultados afiadimos el siguiente teorema:

=%



£

- ; 6 : - 2 3 £ <
1S Pn s1 y sblo si n, 3y n, 1, o bien n, 2, n, 2

P
y ng 1.

La demostracifn de este hecho se efectdia por medio de 6 y 7,

que lo reducen a la comprobacidn de diversos casos, los cuales

verifican la propiedad especificada como se muestra por reduccidn

a determinadas propiedades de S(3) y de las cénicas.

S(n1,...,nd) se puede también definir como 1la imagen del

espacio proyectivo correspondiente al fibrado @(—n1)+...+6(-nd)

de P1 por medio del sistema lineal completo ]@(1)]. Utilizando

esta descripcidn hemos determinado Pic(S) y Ch(S), cuando S es

no singular., Aqui Pic(S) indica el grupo de las clases de divi-

sores por la equivalencia lineal y Ch(S) el anillo de las clases

de equivalencia racional de ciclos con el producto inducido por

el producto de interseccidn. En 1o sucesivo denotaremos por H y G

las clases de equivalencia lineal de una seccidén hiperplana de S

y de una generatriz respectivamente. Entonces:

18.

Pic(S) es 1libre con dos generadores libres H, G. Ade-
mis se verifican las siguientes relaciones: H(d) = gP,
siendo P la clase de equivalencia racional de un punto,
6.6 =0, 6.4 - p 1O genota 1a clase de equi-
valencia racional de la autointerseccidn de H consigo

mismo j veces).

El divisor candnico de S, K se expresa por la foér-

S’
mula KS = (g-2)G-dH.

Combinando el teorema anterior con un teorema general sobre el

anillo de Chow, debido a Grothendieck, hallamos

-13-



19. Ch(S), como grupo abeliano, es libre con base
a2 (@ 1y, siendo L la clase
de equivalencia racional correspondiente a un sub-
espacio lineal de una generatriz cuya codimensidn en
S sea j (en particular Ld es la clase de un punto).

En cuanto al producto se verifican las relaciones

By odiy = By

() q(3) o gG ) w3 =
i 1¥3 1]

entendiendo que H(d) = gﬁaai'que H(j) = Lj =0 si j>d.

Teornema de Del Pezzo-Bertdind
Este teorema nos da una clasificacidn proyectiva completa de

1as variedades irreducibles de grado minimo:

20. Toda variedad irreducible de grado minimo de P es de
uno de los siguientes tipos:
(i) Una cuddrica de rango r * 5.
(ii) Conos sobre superficies de Veronese.

(iii) Variedades RRN.

Es ademas facil ver que estas clases son disjuntas. De hecho
ahora lo Gnico que haria falta ver es que un cOmno sobre una

superficie de Veronese no puede ser reglada.

Para superficies el teorema dice que las superficies de
gradd n-1 de Pn son, con la finica excepcidn de las superficies
de Veronese, superficies RRN. Con este enunciado este teorema
fue probado por Del Pezzo Gﬂ](cf. [ﬁq , Cap. XV, §10). Al parecer
fue Bertini quien 1lo generalizd a dimensiones superiores bajo la
siguiente forma: Una variedad irreducible de grado minimo que

no sea cuddrica ni cono sobre una superficie de Veronese es una

.



variedad reglada racional (pero Bertini no prueba que el reglaje
sea normal, es decir, dado por las curvas RN V1""’Vd que in-
tervienen en la definicidn de S(n1,...,nd); en particular, tampoco
estipula cuales son los posibles tipos proyectivos). Finalmente

J. Harris prueba &B] que una variedad irreducigle de grado mini-

mo que sea reglada ha de ser ya RRN.

Como J. Harris utiliza el teorema fuerte de las secciones
hiperplanas de Lefschetz en su demostracidn del teorema de Del
Pezzo-Bertini, y que a nuestro parecer sus argumentos ofrecen
algunas lagunas, nosotros hemos procedido de la siguiente ma-
nera:

Hemos probado que una variedad irreducible de grado minimo
reglada es RRN por medio del teorema 9 aplicado a secciones
hiperplanas convenientemente escogidas (por 5 son conexas en
codimensidn uno). A seguido, se prueba el teorema de Del Pezzo
directamente. Esto lleva a poder suponer que 3 € d € n-2., Y
si asi es, distinguimos dos casos (a) Un espacio lineal gend-
rico de dimensidn n-d+2 corta a V en una superficie RRN, (b)
idem en una superficie de Veronese Vg. En el primer caso se
prueba que V es reglada, y por tanto RRN. En el segundo caso
se prueba directamente (sin utilizar el citado teorema de

"Lefschetz) que V es un cono sobre una Vg. Esto da una demos-

tracidon elemental del teorema de Del Pezzo-Bertini.

Una primera aplicacidn interesante de 20 es que

21. Una seccidn hiperplana irreducible de una variedad

RRN es una variedad RRN.
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Dinectnices de una superficie RRN

Para ver otro ejemplo de la potencia del teorema 20, vamos

a explicar primero una construccidén de superficies regladas y
que en ciertos casos da superficies de grado minimo. Sin em-
bargo, cuando esto ocurre, puede ser que de ninglin modo sea
evidente que el reglaje es de hecho racional normal, aunque el

citado teorema nos garantiza que asi es.

Consideremos dossubespacios lineales L1 y L2 de Pn tales
= Ao i = di : 3w
que L1+L2 Pn y con m, *m, 1, siendo m, dlm(Li). Para 1 1,2,

sea VigLi una curva tal que <Vi> = L.. Supongamos ademds que

i
tenemos un isomorfismo birracional h:V1 - VZ' Pongamos S para
indicar la superficie reglada que se obtiene uniendo los pares
de puntos que se corresponden por h, es decir, S es la clausura
de la unidn de las rectas de la forma <t,h(tf> donde t recorre
los puntos de V1 en los que h estid definida y tales que h(t) # t
(lo que ocurrird para todo t salvo un nfimero finito). Para de-
terminar el grado de S, sean g1 Y 8, los grados de V1 y V2 res-
pectivamente y Q1,...,Qf los puntos fijos de h (puede ocurrir
que no haya ninguno). Supondremos que los Qi son simples sobre

V.I y VZ‘ Entonces tenemos el siguiente teorema:

22. deg(S) = g1+g2~f.
La demostracidn es una interesante aplicacidn de la teoria
de correspondencias. Como corolario tenemos:
23. La superficie S construida antes es de grado
minimo si y s&lo si Vi es una CRN de Li y £ = m+1,

siendo m = dim(L1(\L2).
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Una curva D contenida en una variedad reglada V serd lla-
mada una directriz si corta a toda generatriz en un Gnico punto
y {0V = D. Ahora el criterio 23, aplicado a dos directrices
convenientes de una superficie RRN, combinado con otras conside-

raciones, permite demostrar el siguiente teorema:

24, Sea D una curva irreducible no generatriz de una
superficie S = S(n1,n2). Entonces si n = n1+n2+1
y g =n-1,
a) Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) D es una directriz.
(ii) (D># P .
(iii) deg(D) = g.
b) Si D verifica estas condiciones, entonces D es

una CRN de (D).

c) Dos directrices de grados m, y m, se cortan en

f = my+m,-g puntos.
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III SECCIONES LINEALES DE VARIEDADES RRN

Secclones Lineales
E1l teorema que demostramos, y del cual damos luego un par de

aplicaciones, es el siguiente:

25, Sea § = S(n1,...,nd) una variedad reglada racional
normal de Pn y sea L un subespacio lineal tal que
LNS sea equidimensional. Entonces

LNS = SUF1U .. UT,

donde § es una variedad RRN (posiblemente vacia) y
donde F1,...,FS son espacios lineales tales que cada
uno de ellos estd contenido en una generatriz de S
(s puede ser también cero). Ademis cada Fi corta a §
a lo largo de una generatriz de Sy LNS és de grado

minimo (como variedad conexa en codimensidén uno) en

su envoltura lineal.

Demostracidn: Vamos a dar las ideas mds importantes. Si ponemos
§ para indicar la dimensidn de LN S, ocurre que L corta a un
ntmero finito (tal vez cero) de generatrices de S en espacios

lineales de dimensidén &, sean F .,F Yy a las restantes G

1=
tales que LN G# F1U ...lJFS en dimensidén &6-1 (si es que hay

s?

alguna de estas). Si las hay, las intersecciones LN G generan
al variar G, y después de cerrar, una variedad reglada §.
Entonces LNS = § UPH vu...U FS es conexa en codimensidn uno.
Ocurre que § £ dim(L) ¢ g+6-1, g = deg(S).

Si dim(L) = g+6-1, entonces se puede ver que LNS tiene grado

inferior o igual al minimo dentro de Z} nS>, espacio que po-
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demos suponer, por un fadcil argumento adicional, igual a L.

Siendo c

concluim

onexa en codimensidn.uno le podemos aplicar 9 y

0sS.

Si dim(L) < g+8-1, entonces existe un espacio L* de dimen-

sidén una
v FS U FS
de dimen
resultad
dimensid

Como cor

26.

unidad superior tal que L*> L y con L*n S = Sl)F1\J..,
sV °..UFr, siendo los nuevos Fi espacios lineales
sién § contenidos en generatrices de S. Entonces el
o se sigue por induccidn descendente respecto de la

n de L.
olario hallamos que

Toda seccidn lineal irreducible de una variedad RRN
es una variedad RRN. En particular, toda seccidn lineal
irreducible de 1la imagen de W1x PN en P2N+1 por el

morfismo de Segre es una variedad RRN.

Se puede ver que reciprocamente, toda variedad RRN es

.2
seccion

27 s

Esto

16 (vi).

lineal de una variedad de Segre Pox Py

Sea S = S(n1,...,nd) una variedad RRN de dimensidn d

y grado g = ng+...+ny no contenida en ningGn hiperpla-
no de Pn (n = g+d-1). Sea N = g-1 = n-d. Entonces existe
un espacio lineal Ln de dimensidn n de P2N+1 tal que

S = L(\o(P1xPN).

se puede ver muy rdpidamente por medio de las ecuaciones

Vaniedades L(2,q)

A lo largo de la memoria hemos encontrado ecuaciones de la

forma
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donde las u; Y las Vj son formas lineales en de Pn(ecuaciones
12, 13 y 16(vi)). ;Qué representaridn en general las ecuaciones
(¥)? A las variedades equidimensionales representadas por
ecuaciones (%) las podemos llamar variedades L(2,q). También,
para simplificar la nomenclatura, a las variedades que verifican

la conclusidn de 25 las llamaremos coronas. Entonces tenemos:

28. Una variedad L(2,q) de Wn es una corona. Si no estd
*)
contenida en ninglin hiperplané de Pn su grado es q.

Demostracidn: Sea m = diméj,,...,uq.v1,...,rqﬁ. Tomemos p

variables X X P = 2g-m, y sustituyamos p de las

n+i?°-" nép,

th

formas Uqsenn,U ,v_por ellas de modo que las 2Zq com-

q*V17 Y
ponentes de la matriz resultante

Bl osae uw!
M'=( ! 4

1 i
V.] e Vq

sean linealmente independientes. Sea V' la variedad de Wn+p
dada por det(M') = 0. Esta variedad no es otra que la variedad
U(P1qu_1) de Segre y por construccidn V es la interseccidn

de V' con el espacio lineal L dado por las ecuaciones Xj-wj=0,
j=1,...,p, siendo wj la forma lineal que habia sido susti-
tuida por Xj en la matriz (2,q) inicial. Por 25 concluimos

que V es una corona (en particualar, una variedad RRN si es
irreducible).

Supongamos ahora que V no estd contenida en ninglin hiperplano,

(%) Hay que suponer ademds que su codimensidn es la genérica.
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en cuyo caso V es de grado minimo en Pn y por tanto

deg(V) = n-d+1 = c+1 = c'+1 = q, siendo ¢ la codimensidn de

e \l 1
V en Pn y c¢' la de V' en wn+p (observamos que de hecho
p = 2q-1-n).
Varniedad polar de un espacio Lineal respecto de un sislema
Lineal de cuddricas
Un ejemplo interesante en el que se puede aplicar el teorema
anterior viene dado al considerar el lugar de los espacios

polares de un espacio lineal dado con respecto de un haz de

cuddricas.

31 V= (9550,

1=i,j=n, de modo que las cuddricas Qt del haz son de la forma

Sea en efecto A = U+tV un tal haz, U = (ui

XAXT = 0. Sea L un espacio lineal, que podemos suponer coinci-
dente con el dado por las ecuaciones Xm+1="'=xn=0 (es decir,

L es el espacio lineal generado por los puntos PO,...,Pm del
sistema de referencia por lo que en particular su dimensidn es
m). El espacio polar de L con respecto de Q; es el espacio
lineal Lt dado por las intersecciones de las polares de PO,...,
Pm’ es decir, por las ecuaciones PjAXT =0, j=20,...,m. Estas
ecuaciones equivalen a las ecuaciones uj+tvj=0, siendo

uj = ;; ujiX vj =2€vjix Vemos pues que si ponemos L* =

i’ i

%L%, entonces L* estd contenida en la variedad dada por las
ecuaciones det,(M) = 0, siendo M la matriz (2,m) formada con
2 ’

las formas u; vy Vj. Y reciprocamente.

29. Si dim(L%) es constante, entonces L* es una variedad
RRN.

Demostracidn: Si dim(L%) es constante, entonces la correspon-
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dencia I’CF‘*Pn tal que (t,x)e 1 si y s6lo si x €L% es irre-

1

ducible (cf.IFi], $33), de donde resulta que L* = IUPH es

irreducible. Esto, 28, y la forma que adoptan_las ecuaciones

de L* nos muestra que L* es RRN.

30.

Con las mismas hipdtesis, si n = dim<1*> y d = dim(L*),
entonces g = n-d+1 = n-d', siendo d' = dim(L%).
En particular, bajo hipdtesis "gen&ricas", d' = n-m-1,

n= n, de donde g = m+1 = dim(L)+1.

Lo anterior nos da una conexidn entre las cuidrticas de co-

dimensidn dos que son interseccidn de dos cuddricas y las varie-

dades RRN. En el capitulo siguiente aplicacamos las variedades

RRN para hallar una "enumeracidn" de las cuidrticas.
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IV CUARTICAS

Ciabicas

Una variedad cfibica puede tener codimensidn uno o dos; en el
primer caso es una hipersuperficie cfibica; en el segundo es
de grado minimo, de donde se tratard de una variedad S(3),
una S(2,1), o una:S(1,1,1), o conos sobre las mismas (por el
teorema de Del Pezzo-Bertini). Ademds, una seccidn hiperplana
irreducible de una variedad de uno de estos tipos es una
variedad del tipo que le precede. Por medio del teorema 25

se pueden enumerar fdcilmente todas las secciones hiperplanas
reducibles de estas variedades. E1 lector puede comparar esta
versidén (expuesta independientemente por Saint~Donat‘B§]) con

la original hallada por A. Weil [XXX]).

Cudrnticas

Una variedad cuirtica puede tener codimensidn uno, dos o tres.
En codimensidn uno se trata de una hipersuperficie cudrtica.
En codimensidn tres son de grado minimo y por consiguiente
(debido al teorema 20) se tratarid de una variedad de uno de
los siguientes tipos:

31, S(4),

5(2,2), S(3,1), V3
S(2,1,1)
S(1,1,1,1)

o conos sobre las anteriores.

Ademds, las secciones hiperplanas irreducibles de uno
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HaVEL duLerior (v, no puede ser seccidn hiperplana

de S(2,1,1), siendo esta la Gnica excepcidn).

En cuanto a las cuddricas de codimensidn dos, llevando el
dlisis de Swinnerton-Dyer [S{] hasta el final a la luz de

anterior hallamos lo siguiente:

. Toda cuidrtica irreducible de codimensidén dos, no
contenida en ninglin hiperplano, pertenece a una de
las sigueintes clases:

(a) Una interseccidn completa de dos cuidricas.

(b) Una variedad de una de las formas

"S(4),
7S(2,2), ¥5(3,1), Wy
75(2,1,1)

wS(1,1,1,1)
y conos sobre las mismas.
ti utilizamos m para denotar una proyeccidn desde un punto

tlquiera exterior a la variedad.

nticas no singulanes
Toda cudrtica no singular pertenece a uno de los
siguientes tipos:
Si tiene codimensidn uno, una hipersuperficie no sin-
gular.
Si tiene codimensidén dos, una interseccidn completa
no singular de dos cuddricas, o una proyeccidn de S(4)
desde un punto exterior a su variedad de cuerdas, o

wz 4 A -
una proyeccion de V2 en las mismas condiciones.

P



Si tiene codimensidn tres, una variedad de uno de los

siguientes tipos:

4

S(4); S(2,2), S(3,1), V,; S(2,1,1)5 S(1,1,1,1).

Este teorema es una consecuencia directa de 17 y 32.

Puede tener interés mencionar que por medio de 25, 32 y

la clasificacidén de las clibicas dada arriba, se pueden des-

cribir las secciones hiperplanas reducibles de las cuédrticas

con detalle.

Distincidn de Los divensos casos

Pongamos iV(Z) para denotar la dimensidn del sistema lineal

de cuddricas que contienen la variedad V. Entonces tenemos:

34, Sea V una cuidrtica de codimensidn dos. Entonces:

(a)

(b)

(c)

Si iV(Z) > 1, V es una interseccidn completa de
dos cuddricas, en cuyo caso iV(Z) = 1.

Si iV(Z) = 0, V es de la forma S, siendo S una
cuartica RRN de codimensidn tres.

Si iV(Z) = -1, V es un cono sobre ﬁVg.

25~



NOTAS

1. El caso de curvas correspondiente al teorema 9 se puede

hallar, en una forma algo menos completa, en Bﬂ .

2. Del teorema 25 en la literatura he podido hallar el caso
de tener (en nuestro lenguaje) una seccidn lineal de
S(1,1,...,1) que corte a cada generatriz en un punto exac-

tamente, en cuyo caso se prueba que es una curva RN. Véase[Bﬂ.

3. La demostracidén de 18 es una generalizacidn del método
que utiliza Hartshorne [Bﬂ para hallar el Pic de una super-

ficie racional.

4. Para ver ejemplos donde aparecen variedades RRN en otros
contextos geom&tricos, véase[ﬁil,[§§jde un lado, y de otro
5],

5. E1 teorema 20 se halla también enunciado en BS], pero

no se adjunta ninguna demostracidn. Misteriosamente, tampoco

la hay en ninguna de las tres referencias que da.
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