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Introduccio

La teoria de nombres és una de les branques de la matematica que més s’ha desenvolupat en els
darrers anys. Un dels seus resultats més famosos és segurament 1"iltim teorema de Fermat.
Andrew Wiles va publicar 'any 1995 la demostracié del teorema de la modularitat per a
algunes corbes elliptiques, fet que va permetre, tot utilitzant el teorema de Ribet, demostrar

I'iltim teorema de Fermat.

Menys coneguda és la conjectura de Sato-Tate resolta 'any 2006 per Richard Taylor,
conjuntament amb altres matematics. A més els resultats presentats per Taylor generalitzen,

en cert sentit, el teorema de la modularitat.

La conjectura de Sato-Tate és un teorema de distribucié en aritmetica. Els teoremes de
distribuci6 en aritmeética es poden interpretar de la segiient manera. Associem a cada nombre
primer p un valor x;,, en un conjunt X i ens preguntem quina distribucié en X segueixen els

valors ), en fer variar p.

Per tal de presentar la conjectura de Sato-Tate és interessant presentar primer altres teo-
remes de distribucié en aritmetica, el teorema de densitat de Dirichlet i la seva generalitzacié
com el teorema de Chebotarev. Presentarem i demostrarem aquests dos teoremes tot desen-

volupant els conceptes basics de la teoria de nombres algebraica.

La conjectura de Sato-Tate és un resultat de distribucié en aritmetica sobre corbes el-
liptiques. Presentarem aquesta conjectura a partir de la teoria de Serre, la qual ens permet
trobar un model comu pel teorema de Chebotarev i la conjectura de Sato-Tate. La demostracio
de la conjectura de Sato-Tate utilitza tecniques avancades en teoria de nombres, i queda fora
de ’abast del treball. Tot i aixo descriurem un esquema de la demostracié deixant de banda

les definicions i resultats técnics.

Utilitzant la teoria de Serre generalitzarem la conjectura de Sato-Tate a corbes de genere
arbitrari, obtenint la conjectura de Sato-Tate generalitzada. La conjectura generalitzada és

encara un problema obert i no s’han obtingut resultats teorics importants.

A partir de calculs numerics es suggereix en [10] una classificaci6 per resoldre la conjectura

de Sato-Tate generalitzada per a corbes de genere 2. Presentarem els resultats obtinguts en
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[10] i posteriorment centrarem linteres en lestudi d’una corba D amb QM definida en [2].
Els resultats numerics realitzats per a la corba D, amb el suport d’Andrew Sutherland, ens
permetran millorar la classificacié proposada en [10]. Estudiant les corbes utilitzades en [10]

i la corba D proposarem com podem obtenir una classificacié més completa.



Capitol 1

Teoremes de Dirichlet 1 Chebotarev

El primer objectiu del treball és presentar els teoremes de densitat de Dirichlet i de Chebota-

rev, tot donant-ne la demostracié.

Per fer-ho, introduim primer les definicions i resultats principals necessaris per poder
desenvolupar la teoria, i demostrem el teorema dels nombres primers de Dirichlet. Aquest te-
orema es pot interpretar com el primer resultat basic d’equidistribucié, i ens servira d’esquema

inicial. Els resultats exposats es poden consultar a [19].

1.1 Conceptes previs en aritmetica

Direm que un cos K és un cos de nombres si és una extensio finita, i per tant algebraica, de
Q. Sigui K un cos de nombres. Definim els enters de K com els elements de K que sén arrel
d’algun polinomi monic amb coeficients a Z. El conjunt de tots els enters de K formen un

subanell de K, que definim com ['anell d’enters de K i denotem Ok.

Les propietats principals de Ok es dedueixen a partir del conjunt dels seus ideals. El

segiient teorema és un dels teoremes centrals ([19, C. 1, Teorema 3.3]).

Teorema 1.1.1. Sigui K un cos de nombres. Per a tot ideal propi no trivial a de O existeiz
una factoritzacio

a=prop

en ideals primers de O, que és unica llevat de l’ordre dels factors.

Aquest teorema pot interpretar-se com una forma de factoritzacié inica. El conjunt d’ide-
als de Ok no té pero estructura de grup. Per dotar-lo d’aquesta estructura, ampliem aquest

concepte tot definint els ideals fraccionaris de K com els Og-submoduls de K finitament
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generats. Equivalentment, a és un ideal fraccionari si existeix un element ¢ € O tal que

ca C Ok és un ideal de Ok.

Definim Jg com el conjunt d’ideals fraccionaris de K. Sovint cometrem un abtus de
llenguatge i ens referirem als ideals fraccionaris de K simplement com ideals de K. Quan aixi

ho fem, els ideals de O els anomenarem ideals enters de K.

D’aquesta manera, obtenim que el conjunt Jx té una estructura natural de grup abelia,

on l'invers d’un ideal a es defineix com

ol = {z € K|za € O}.

Sigui Pk el subgrup de Ji format pels ideals fraccionaris principals de K, és a dir, els

ideals de la forma (a) = aOk on a € K*. El grup quocient
Clg = Ji/ Pk
s’anomena el grup de classes d’ideals de K.

Teorema 1.1.2. [19, C. 1, Teorema 6.3] El grup Clk de classes d’ideals d’un cos de nombres
K és finit.

Per tant té sentit definir hx, el nombre de classes d’ideals de K, com el cardinal de Clg.

Definim la norma d’un ideal a de Ok com 91(a) = (O : a), el qual és sempre finit si a és
un ideal no nul. Per a ideals principals obtenim que 9((a)) = [Ng|g(a)|- A més es compleix
la propietat

N(ab) = N(a)N(b).

Sigui L|K una extensid finita de grau n. Prenem ‘P un ideal primer de Op. Llavors
PN Ok =p és un ideal primer de O i direm que P esta sobre de I'ideal p o que P divideix
a p, i ho denotarem P|p.

Definim el cos residual de p com

r(p) = Ox /p.

Aixi, el cos residual de B és x(P) = Or/P 1 k(P) és un extensié finita de grau f, per
f > 1, del cos k(p). Segons aquestes definicions, obtenim que #&k(p) = J(p) i per tant

N(P) = N(p)/.

Pel Teorema de factoritzacié unica anterior, tenim que tot ideal primer p de K
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descomposa de manera tnica com

pOL = i - By

on cada PB; és un ideal primer de L, coprimer amb la resta de ;.

Definicié 1.1.3. L’exponent e; s’anomena l'index de ramificacié de B; ¢ el grau f; de l'ex-

tensid de cossos k(PB;)|k(p) s’anomena el grau d’inércia de PB;.

Es compleix la segiient igualtat fonamental.

Proposicié 1.1.4. [19, C. 1, Prop. 8.2] Sigui L|K una extensid finita de grau n. Mantenint

les notacions anteriors, per a tot primer p de K es compleix

z’": eifi = n.

=1

Definicié 1.1.5. Sigui p un primer de K i sigui L/K una extensid finita de grau n.

e Sir=mn, i pertant e; = f; =1, direm que p descomposa totalment.

e Sir =1, i per tant només hi ha un ideal B sobre p, direm que p no descomposa o que

és inert.

e Direm que P; és no ramificat sobre K si e; = 1. En cas contrari direm que és ramificat,
1 totalment ramificat si f; = 1. Direm que l’ideal p és no ramificat si tots els B; sobre

p son no ramificats. En cas contrari direm que p és ramificat.

Per [19, C. 1, Prop. 8.4], sabem que només hi ha un nombre finit de primers de K

ramificats en L.

1.1.1 Extensions de Galois

Suposem ara que 'extensié L|K és de Galois.

Definicié 1.1.6. La norma i la traca d’un element x € L son, respectivament,

Npk(z) = H ox , Tryg(r)= Z ox.

ceG ceG

Sigui p un primer de K. El grup de Galois G = Gal(L|K) actua transitivament en el
conjunt de primers de L que divideixen p (cf. [I9, C. 1, Teorema 9.1]).

Per tant, fixat un primer B|p de L, tots els primers sobre p sén de la forma o3. Els

primers o*P s’anomenen els primers conjugats de 3. Sota aquestes hipotesis obtenim doncs
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que I'index de ramificacié i el grau d’inércia és igual per a tots els primers conjugats i per

tant depenen només de p.

Per tant la igualtat fonamental s’escriu com
ref =n
one=e;if=Ff;,peratoti.

Veiem com actua el grup de Galois sobre els primers de L.

Definicié 1.1.7. Sigui B un primer de L. El grup de descomposicio de P sobre K és el
subgrup

Gy ={o € GloP =P}

de G.
Observem que G' no és en general un subgrup normal de G' ja que
Gop = aGsBJ_I.
Si o recorre les classes laterals de G/Gs, aleshores el conjunt de primers {oB}, és el

conjunt de primers de L que divideixen p. Es a dir, es compleix r = (G : Gg) i podem

escriure la descomposicié de p com

p= ] %"

UEG/GQ:;

Per tant, que p descomposi totalment o bé sigui inert, sén propietats que es poden llegir
en I'index (G : Ggp).

Donat o € Gy, podem introduir de manera natural I’endomorfisme

g: O/B — O/PB
amod P +— oca mod P

Aquesta definicié ens permet construir ’homomorfisme

e Gy — G (k(B)[Kp))

o — o

Segons [19, C.1, Teorema 9.4], aquesta aplicacié és exhaustiva.

Definicié 1.1.8. El grup d’inercia Ig de B sobre K és el nucli de my.
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Per tant Gs/Ip = G (k(B)|x(p)) i obtenim la successié exacta

1 — Iy — Gy — G (k(P)|n(p)) — L.

Segons aquestes definicions es compleix que #Ip =e i (Gp: Ip) = f.

Per tant, si el primer p no és ramificat, mgz indueix un isomorfisme

Gy =~ G (r(P)x(p)) -

El grup G (k(P)|k(p)) és ciclic d’ordre f, generat pel automorfisme de Frobenius. Segons
I'isomorfisme anterior, podem trobar una tnica antiimatge pg en Gg. Anomenarem @gp

el stmbol d’Artin o lautomorfisme de Frobenius de B3, que també denotarem per (%)

Observem que <L|TK> esta caracteritzat com l'inic element o € G que compleix

op(a) = a™®) mod P Vae Of.

1.2 Teorema dels nombres primers de Dirichlet

Comencem demostrant el teorema dels nombres primers de Dirichlet, que ens serveix com una

primera aproximacié als teoremes de densitat posteriors.

Teorema 1.2.1 (Teorema dels nombres primers de Dirichlet). Siguin a i m dos nombres

enters amb (a,m) = 1. Llavors ezisteizen infinits primers p tals que p = a mod m.

En altres paraules, la classe de a modul m conté infinits primers.

La demostracié es fonamenta en la teoria de funcions Zeta i L-séries, que es pot consultar

a [19], i introduim breument a continuacio.

Sigui x un caracter de Dirichlet modul m, és a dir, un homomorfisme

x : (Z/mZ)* — S*.

Estenem el caracter y al grup additiu dels nombres enters Z, tot definint y(n) = x(n
mod m) si (n,m) = 11 x(n) = 0 altrament. Quan escrivim x entendrem que ens referim
indistintament, tot cometent un abts de llenguatge, al caracter de (Z/mZ)* o al caracter de
Z.

El caracter definit per x(Z/mZ) = 1 s’anomena el caracter trivial modul m, i el denotarem

Yo sempre i quan el modul m sigui clar en el context.
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Definicio 1.2.2. La L-série de Dirichlet associada a un caracter de Dirichlet x és

e xn) 1
Lix:) = Lo 1} 1—x(p)p=*’

on s pren valors complexes i el productori és respecte tots els primers p.

Per R(s) > 1, la serie anterior és convergent i defineix una funcié holomorfa en aquest
domini (cf. [I9] C.7, Teorema 1.1].

Segons la notacié anterior, prenent m = 1, I'inic caracter modul m és el caracter trivial

de Z. En aquest cas, la L-serie corresponent és de fet la funcié zeta de Riemann

=1 1
C(S)ZZE:H]__I)—S'
n=1 P

Presentem a continuacié el principi de Mellin. Es tracta d’un procediment classic, emprat
per estendre la funcié zeta de Riemann a una funcié meromorfa en tot el pla complex, i que

també ens permet estendre altres series L, com ara les associades a caracters de Dirichlet.
A més, aquest resultat també permet calcular els pols de la funcié meromorfa resultant.

Considerem una funcié continua f : R* — C, on R™ denota el grup multiplicatiu dels

nombres reals positius.

Definicié 1.2.3. Definim la transformada de Mellin de f com

L(f:s) = /0 Ty - f(oo))ysdyy

en cas que f(o0o) = limy_. f(y) i la integral existeixin.

Teorema 1.2.4 (Principi de Mellin). Siguin f,g:R™ — C funcions continues tals que
fly) =ao+0(e ), fly) =bo+O(e™¥"),
per y — 00, amb ¢ i a constants positives. Suposem que es compleix

f <;) = Cy'g(y),

per a algun real positiu k i un nombre complexr C'. Llavors es compleix:

(i) Les transformades de Mellin L(f;s) i L(g; s) defineizen funcions holomorfes per R(s) > k.

A més es poden estendre a funcions holomorfes a C\ {0, k}.

(ii) Les transformades de Mellin poden tenir pols simples en s = 0 i s = k. Els residus en
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aquests punts es poden calcular com

Res L(f;s) = —ao, Res L(f;s) = Cho,
R_eés L(g;s) = —bo, Rflcs L(g;s) = C~Lay.

Cal remarcar que si el residu en un d’aquests punts és zero llavors la funcio és holomorfa

en aquest punt.

(iii) FEs satisfa l’equacio funcional
L(f;s) = CL(g; k — s)

Podem consultar la demostracié d’aquest teorema a [19, C. 7].

El teorema [1.2.4] es pot aplicar a les L-séries de Dirichlet. Per fer-ho, caldria introduir la

teoria de funcions theta, que no introduirem en aquest treball per motius d’espai.

Per als nostres objectius, basta comentar aqui que les L-series associades a caracters de
Dirichlet es poden expressar com la transformada de Mellin de funcions theta, fet que permet

obtenir la seva prolongacié al pla complex.

Més precisament, obtenim que les L-series associades a un caracter de Dirichlet no trivial

de modul m > 1 estenen a funcions enteres en tot el pla complex C.

Pel que fa als caracters trivials, s’obté que les funcions L associades tenen un unic pol

simple en s = 1, com és el cas per exemple de la funci6 zeta de Riemann.

El segiient resultat, aparentment intranscendent, és el resultat que ens cal per demostrar

el Teorema dels nombres primers de Dirichlet.

Proposicié 1.2.5. Per a tot caracter de Dirichlet no trivial x es compleix

L(x,1) #0.

Per demostrar aquest resultat ens cal la segiient definicié.

Definicié 1.2.6. Sigui K un cos de nombres. La L-serie de Dedekind de K és

1 1
w6 =2 gy~ U

a p

on el sumatori varia sobre els ideals enters no trivials de K, i el productori es realitza sobre

els ideals primers de K.

Utilitzant el principi de Mellin s’obté de nou que la funcié (x(s) admet una conti-

nuacié meromorfa a tot el pla complex amb un tnic pol simple en s = 1. Observem que la
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funcié zeta de Riemann es recupera de nou com la funcié zeta de Dedekind de Q.

Segons aquestes definicions, es compleix la segiient igualtat entre L-series.

Proposicié 1.2.7. Sigui K = Q(um) on pim €s una arrel m-éssima primitiva de la unitat.

Llavors

Crels) = Gs) [T L(x 9)
X

on el productori és respecte els cardacters de Dirichlet modul m i G(s) = [[,,, (1 — N(p)~%) 1

on p|m indica el productori respecte els primers en la factoritzacid de mOp.

Demostracio. Per demostrar aquesta igualtat utilitzem els resultats sobre factoritzacié de
primers en cossos ciclotomics. Fixem un primer p. Descomposem 'ideal (p) com p = py---p,
i considerem f el grau d’inercia de p;, és a dir, M(p;) = p/. Llavors pels primers sobre p la

funcié (x(s) conté els factors

[T -9w) )t = -p 7).

plp

Per altra banda, els factor del productori de les L-séries de Dirichlet és [T, (1— x(p)p~*)~L.
Si p|m llavors x(p) = 01 el factor de (x(s) és un factor de G(s). Suposem doncs p f m. Podem
comprovar que x(p) és una arrel f-essima de la unitat i que per cada arrel f-essima ¢ € puy

existeixen r caracters de Dirichlet modul m tal que x(p) = ¢. Per tant

[Ta=x@p )" =J[-¢p )" =0-p /)"

X Cepy
Fent el productori sobre tots els primers p obtenim la férmula enunciada. O
Veiem com demostrar la proposicié [1.2.5

Demostracié. (Proposici6 [1.2.5) Clarament G(s) no té cap pol en s = 1. Recordem que ((s) i
Ck(s) tenen un pol simple a s =11 que L(x, s) sén funcions holomorfes en s = 1. A més, de
.z 0 .
la relacié L(x", s) = [L,p(
Per tant, a causa de la proposicié s’ha de complir que L(x, 1) # 0 per tots els caracters

no trivials y, com voliem veure. O

1 —p~*)((s) deduim que L(x", s) també té un pol simple a s = 1.

Aquest resultat, purament analitic, és la clau per demostrar el teorema dels nombres

primers de Dirichlet.

Demostracio. (Teorema dels nombres primers de Dirichlet)
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Considerem x un caracter de Dirichlet modul m. Per R(s) > 1 podem calcular el logaritme

de L(x, s) com

log L(x, s Zlog 1- )= Z Z >7<n(£:3 = Z X]Ef) + gy (s)

o0

on gy(s) =3 x(p

mpms
P m=2 P

m

~—

és holomorfa per R(s) > 1/2.

Multiplicant per x(a~!) i sumant per a tots els caracters modul m obtenim

ZX Ylog L(x, s ZZXQ ») g(s) =

m - 1 (,0
DN RUCRUD I TFOEDS (s
b=1 x p=b(m) p=a(m)
ig(s) =22, x(a™1)gy(s) és holomorfa per R(s) > 1/2 ja que totes les g, (s) ho eren. També

hem utilitzat que

1, J 0 sia#b mod p
> x(a7'b) = b mod
" w(m) sia=b modp
Tal i com hem vist a la proposicié L(x,1) # 0six # x"ipertant log L(x, 1) esta fitat
per x # x°. Per x°, log L(x°,s) és no acotat quan s — 1. Per tant, Zx x(a=1)log L(x, s)
també és no acotat quan s — 1 i com que g(s) és holomorfa en s = 1 obtenim que el
sumatori sobre p = a(m) ha de tenir infinits termes. Per tant hi ha infinits primers p complint

p = a(m). O

1.3 Teorema de densitat de Dirichlet

El teorema presentat dona una idea de la distribucié dels nombres primers modul un nombre
m. Ens interessa, pero, coneixer quina és la distribucié dels nombres primers respecte cada
classe de congruencia modul m. Es a dir, volem saber quina és la probabilitat que, fixats a i

m amb (a,m) = 1, un primer p compleixi p =a mod m.

Per fer aquest calcul necessitem introduir alguns conceptes. Cal observar que el procedi-
ment seglient manté 1’esquema anterior. Comencem definint la densitat de Dirichlet, la qual

correspondra a la probabilitat anterior.

Definicié 1.3.1. Sigui K un cos de nombres. Sigui M un conjunt d’ideals primers de K. La
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densitat de Dirichlet de M és

d(M) = lim 2= :
=13 ()
p

sempre i quan el limit existeixs.

Veiem una manera equivalent de definir aquest limit. Introduim la segiient notacié per
simplificar el llenguatge. Donades dues funcions meromorfes f i g escriurem f ~ gsi f(s)—g(s)

és analitica en s = 1.

Utilitzant ’expressio

obtenim

1 1 1
log Cre(s) = > ) (P Zm(p)s 2.0 mN(p)ms’

p m>1

Podem comprovar que la segona suma defineix una funcié analitica en s = 1. I de la

mateixa manera també podem veure que la funcid g MN(p) %, on la suma varia sobre tots

deg(p)>1
els primers amb grau d’inercia sobre Q superior a 1, també defineix una funcié analitica en

s =1.

Per tant, segons la notaci6é anterior

1 1
lon )~ Dy 2 Sy

deg(p)=1

Per altra banda, (x(s) té un pol simple a s = 1. Si R és el residu de (x(s) en s = 1 llavors

Manipulant ’expressié anterior

1
log Cx (s) ~ log 1

— S

i per tant
1

75.

> N(p) " ~ log .
p
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En conclusié veiem que

> Np)*
d(M) = lim "
s—1 log
1—s

Cal observar que segons el resultat obtingut, la densitat de Dirichlet de M no depen dels

primers de M amb grau d’inércia sobre QQ superior a 1.

Hem d’interpretar la densitat de Dirichlet com la probabilitat que un ideal de K pertanyi
a M, tot i que aquesta probabilitat és la densitat natural 6(M).

Definicié 1.3.2. Sigui K un cos de nombres. Sigui M un conjunt d’ideals primers de K. La

densitat natural de M és

S(M) = Tim PP EMINGP) <z}

z—oo  {#pN(p) <z}

sempre 1 quan el limit existeixi.

Llavors

Proposicié 1.3.3. L’erxisténcia de 6(M) implica l'existéncia de d(M) i a més §(M) = d(M).

El reciproc perd no és cert en general: es pot comprovar que per alguns conjunts M
existeix d(M) perd no 6(M). Per exemple, el conjunt dels primers amb primer digit en
expressié decimal igual a 1 no té densitat natural, pero té densitat de Dirichlet igual a log;q 2.

Per a més informacié, es pot consultar [22].

Per presentar el teorema de densitat de Dirichlet, ens calen algunes definicions propies de

la teoria de cossos de classes. Sigui m un ideal enter de K.

Definim Jg com el grup d’ideals fraccionaris coprimers amb m, i Pz el subgrups d’ideals

principals (a) que compleixen a =1 mod m i a totalment positiu.

Aqui, la congruéncia anterior cal interpretar-la de la segiient manera. Si escrivim a = b/c,

amb b ic en O, llavors a =1 mod m equival a dir que b = ¢ mod m.
D’altra banda, diem que a és totalment positiu si per a tota immersiéo ¢ : K — R es
compleix o(a) > 0.

Teorema 1.3.4 (Teorema de densitat de Dirichlet). Sigui H}} un subgrup de J que conté
P2 amb index finit hy, = (JR : HR). Sigui R una classe de JR/HE i@ P(R) el conjunt dels

primers de K pertanyents a f. Llavors la densitat de Dirichlet de P(R) es pot calcular com
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Observem que és suficient demostrar el teorema per a Hg = Py. En efecte, les classes
de JR/HP consisteixen en unions de classes de J2/PR, és a dir, la classe 8 € JZ/HR és la
unié de les classes k1, ..., k, de JB /PR onr = (H : P7). Denotem per P(k;) el conjunt dels

primers de K pertanyents a k;. Llavors

d(P(R)) =d(P(k1)U.T.UP(k.)) =d(P(k1)) +.7.+d(P(k)) =
_ r _ (HE : P™) _ 1 b

R:PgR)  (R:PR)  (JR:HE)

Suposem doncs H = Pp. Per demostrar el teorema anterior ens basem en l'esquema
de la demostracié del Teorema dels nombres primers de Dirichlet. En aquell teorema
voliem demostrar que els nombres primers satisfan una certa distribucié en el grup (Z/mZ)*.
Per a la demostracié consideravem el cos de les arrels m-essimes de la unitat, ja que el seu

grup de Galois és precisament (Z/mZ)*. 1 a partir de la igualtat

Ck(s) =G(s) T] Lx.)¢(s)

x#x°

deduiem que L(x, 1) # 0 pels caracters no trivials.

Per seguir aquest mateix esquema ens cal trobar una extensié de cossos L|K de manera
que
G(L|IK) = Jg/Pg.

La teoria de cossos de classes resol aquesta qiiestié i ens permet considerar una extensié
abeliana L|K amb la propietat anterior. A més, l'isomorfisme ve donat pel simbol d’Artin.

Podem consultar els resultats sobre la teoria de cossos de classes a [19].

De manera natural, podem considerar ara els caracters ¥ de J™ induits pels caracters y
de G(L|K).

Cal comentar que de fet X és un Groflencharakter modul m, és a dir, un caracter del grup
de classes d’ideles (tot i que no ens estendrem en detalls sobre aquesta teoria, els resultats

sobre GroBencharakter poden consultar-se a [19]).

Definicié 1.3.5. La L-série de Hecke associada al caracter X és

N 1
L(X,s) = ; Na)y 11 1—X(p)9N(p)~>

p

on el sumatori recorre tots els ideals enters no trivials de K 1 el productort es restringeiz als

ideals primers. Aqui, x(a) =0 si (m,a) # 1.

De nou, aquestes L-series es poden estendre a tot el pla complex mitjancant el principi de
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Mellin. Com en el cas de les funcions L associades a caracters de Dirichlet, aquestes funcions

L sén enteres en tot C si y # x°.

A continuacié veiem el segiient resultat, que generalitza la Proposicio [1.2.

Proposicié 1.3.6.
¢L(s) = G(s) [T L(x 8)Ck(s)
x#x°
on el producte és respecte els caracters irreductibles no trivials de G(L|K) i la funcié G(s) és
un producte finit de factors d’Euler de la forma (1 — x(¢p)9(p)~%)~! on ¢y és lautomorfisme

de Frobenius de p.

No donarem els detalls d’aquesta demostracié. Ens limitem a comentar que per deduir
aquesta férmula cal introduir resultats de la teoria de representacié de grups, que donen la
descomposicio de la representacié regular en representacions irreductibles. També és necessari

considerar

Definicié 1.8.7. La L-série d’Artin L(L|K, x, s) associada a un caracter x del grup de Galois

de lextensid abeliana L|K és

1
L(LIK, x,s) = 1;[ (1= x(gp)MR(p)—*)"1

on el productori €s respecte els primers enters de K no ramificats sobre L i ¢y és l'automor-

fisme de Frobenius de p.

Utilitzant aquesta definicié es pot demostrar

Proposicié 1.3.8. [19, C.7, Cor. 10.5]

¢(s) = [T LK. x. 9)Ck(s),

x#x°

on el producte recorre els caracters irreductibles no trivials de G(L|K).

Finalment, gracies a [19, C.7, Teorema 10.6], els factors que conformen L(L|K,Yy,s)
coincideixen exactament amb els factors de L(Y,s), llevat de productes finits de la forma
(1= x(pp)M(p)~*)~! que no pertanyen a L(¥, s). Aquests factors de discrepancia sén els que
defineixen la funcié G(s) que apareix en la Proposicié anterior.

De la mateixa manera que la Proposicid[1.2.5|ens ha permes demostrar en la seccié anterior
el Teorema dels nombres primers de Dirichlet, la Proposicié [1.3.9| segiient ens permetra
demostrar el Teorema [1.3.4] de densitat de Dirichlet.
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Proposicié 1.3.9. Sigui L|K una extensio abeliana. Per a tot caracter irreductible no trivial

x del grup de Galois G(L|K) es compleix
L(x,1) #0
on X és el caracter induit a J™.
Demostracio. La demostracié és igual a la realitzada per demostrar En aquest cas

utilitzem Com que (1,(s) i (kx(s) tenen un pol simple en s = 11 G(s) és holomorfa i no
nulla en s = 1, deduim que L(x, 1) # 0. O

Demostracié. (Teorema de densitat de Dirichlet.)

Utilitzant els raonaments realitzats per a L-séries de Dirichlet obtenim

log L(X, s Z N :: Z X(®) Z

ReJm/pm peR/

1
N(p)s

Multiplicant per x(&~!) i sumant sobre tots els caracters irreductibles

log(r(s)+ > XA DlogL(X,s) ~ Y > X(®A& m -

x#x° X feJm/pw peﬁ’

Com que L(Y,s) # 0 llavors log L(X, s) és analitica en s = 1 i per tant

log Cc () ~log Cie(s) + Y X(R ) log L(X. s).
x#X°

Utilitzant el seglient resultat

(]
)
o)
n
(]
=_
=
.
T
—
>
3
%
=
|
>

X X

podem concloure

1
og 08 (i (8) ~ hm N(p)
peR
Com que log 7 t€ un pol en s = 1 el resultat anterior és equivalent a
> N
1 per
hm 1
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1
Per tant, . és la densitat de Dirichlet dels primers de K en K. O

m

Per finalitzar veiem la relacié amb el teorema de les nombres primers de Dirichlet
Segons les notacions anteriors elegim K = Q, m = (m) i H = P7. En aquest cas, s’obté
JR/HE = (Z/mZ)* i el teorema anterior es tradueix en dir que la densitat de Dirichlet dels
primers congruents amb un nombre a, complint (a,m) = 1, és 1/p(m). Esta clar que la
densitat de Dirichlet d’un nombre finit de primers és 0 i per tant hi ha un nombre infinit de

primers p complint (a,m) = 1.

Podem comprovar que existeix la densitat natural del conjunt de primers congruents amb
a modul m. Per tant 6(M) = d(M) = 1/p(m), el que ens permet dir que els primers estan

distribuits uniformement en les diverses classes modul m. Demostrarem aquest resultat a la

seccié 2.2

1.4 Teorema de densitat de Chebotarev

Interpretarem el teorema de densitat de Dirichlet des del punt de vista de la teoria de Galois.
Considerem una extensié abeliana finita L|K. Segons la teoria de cossos de classes existeix
PR C HR C JR de manera que G(L|K) = J2/H. Donat un element 0 € G(L|K) aquest
isomorfisme ens permet calcular la densitat del conjunt Prx (o) de primers p amb (M—K> =0

p
a través del teorema de la densitat de Dirichlet. Obtenim aixi que

APy () = #G(lL\K)'

Veiem com ampliar el resultat a extensions finites L|K de Galois no abelianes. Fixat un
element o € G(L|K) considerem el conjunt Pp k(o) de tots els primers p de K de manera que

existeix algun primer ¥ de L sobre p complint
(%)
oc=|—]).
B

Recordem que 771 <L|TK> T = (T‘—fg) i per tant Pp g (o) depén només de (o), la classe de

conjugacié de o.

El teorema segiient ens permet calcular la densitat del conjunt Pk (o).

Teorema 1.4.1 (Teorema de Chebotarev). Sigui L|K una extensié de Galois finita amb grup
de Galois G = G(L|K). Per a tot element o € G el conjunt Pr k(o) té densitat de Dirichlet

1 ve donada per
#(0)
#G

d(Prk(0)) =
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Demostracio. Per demostrar el teorema ens cal principalment coneixer el comportament de
la factoritzacié de primers respecte les extensions de cossos. Considerem primer el cas on G
és un grup ciclic generat per o. Per tant, 'extensié L|K és abeliana i en conseqiiéncia podem

elegir un ideal m, el conductor de L|K, i un grup H™, amb P} C H C J, de manera que

JT/H™ = G.

Considerem la classe 8 de J™/H™ definida per o segons l'isomorfisme anterior. Per la
propia definici6 del conjunt Py K (0), els elements d’aquest conjunt sén precisament els primers
que pertanyen a K. I utilitzant el teorema de densitat de Dirichlet obtenim que

1 1 #(o)

d(Ppk(0)) = d(P(R)) = e EG . #G

Considerem ara el cas general. Sigui ¥ el cos fix de (o), el subgrup generat per o. Podem
aplicar el raonament anterior a I'extensié L|X. Si f és l'ordre de o llavors d(Pps(0)) = %
Considerem el conjunt Pi‘z(a) de primers q de Ppx(0) de grau 1 sobre K. Com ja hem

discutit anteriorment, es compleix

A(P} () = d(Pps (o)) = }

A més, per a tots els primers p de Py, K (0) el grup generat per o és el grup de descomposicié
de B, un primer de L sobre p. Al definir ¥ com el cos fix de (o) obtenim que els primers de

P]é'Z(a) estan en bijeccié amb el conjunt P(o) de primers P de L tal que Blp i (L‘TK) =0
L’aplicacié natural entre els primers de X i els primers de K permet definir

p:Pps(o) — Prk(o)

q — qNK

Com que Pim(a) = P(o) obtenim

P (p) = {F € Po) [ Flp}-

El conjunt de primers B|p esta en bijeccié amb el conjunt G/Ggp. A més, si P € P(o)
llavors Ggs = (o) i donat un element 7 € G es compleix que 7P € P(o) siinoméssiT € Z(0).

On Z(o) = {7 € G|ro = o7} és el centralitzador de o en G. Per tant,

p~'(p) = {P € P(o) | PBlp} = Z(0)/(0).
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Utilitzant aquesta tltima propietat podem calcular d(Pp k(o)) com

d(PL|K(U)) = d( i\z(U)) =

(Z(a) : (o))
O

A partir del teorema de Chebotarev podem obtenir altres resultats importants sobre
extensions de cossos. Per exemple, ens permet caracteritzar les extensions de Galois d’un cos

K a partir de subconjunts de primers de K.

Corollari 1.4.2. [19, C.7, Corollari 13.10] Una extensid de Galois L|K esta determinada

dnicament pel conjunt P(L|K) de primers de K que descomponen completament a L.

Per tant, per classificar totes les extensions de Galois d’un cos K és suficient estudiar els
possibles conjunts de primers de la forma P(L|K). Per a extensions abelianes aquesta qiiestié
la resol la teoria de cossos de classes i és, de fet, un dels objectius principals d’aquesta teoria.
Per exemple, si K = Qi L = Q(um,) on iy, és una m-arrel primitiva de la unitat llavors
P(L|K) correspon als primers p =1 mod m. Per a extensions no abelianes no es coneix, en

general, una caracteritzacié de P(L|K).
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Capitol 2

Teoria de Serre

Per entendre els problemes relacionats amb I’equidistribucié en aritmetica, és precis formular
una teoria que englobi els resultats anteriors i es pugui aplicar en altres ambits. Per aquest
objectiu presentem la teoria introduida per Serre. Seguirem el desenvolupament realitzat a
[23].

Sigui X un espai topologic compacte i C'(X) I'espai de Banach de les funcions continues

de X a valors complexes, equipat amb la norma del suprem:
If1l = sup [f ()]
zeX

Sigui p una mesura de Radon a X, és a dir, una forma lineal continua sobre C'(X).

Exemples 2.0.3.

1. Donat x € X definim la mesura de Dirac associada a x per 0,(f) = f(x).

2. Donada una successio (xy)nen de punts de X definim les mesures

Opy + oo+ 05,
—

Hn =

Segons les definicions previes, direm que la successio (x,, ), és p-equidistribuida si p, (f) —
wu(f) quan n — oo per a tota f € C(x). Observem que es pot interpretar aquesta convergencia
com una convergencia debil de u,, a p. Notem també que la propietat p,(f) — p(f) és llegeix

com

R
u(f) = lim n;fm).

Lema 2.0.4. Sigui (¢m)m una familia de funcions que generen un subespai dens de C(X) i

sigui () una successio d’elements de X. Suposem que per a tota m la successio (fin(dm))n

23
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té limit. Llavors la successio () esta equidistribuida respecte una unica mesura p, definida

per la propietat p(ém) = Um p,(dn) per a tot m.
n—oo

Demostracio. Basta definir pu(f) com el limit de la successié (un(f)). La continuitat i la

linealitat en f es segueix de raonaments basics d’equicontinuitat. O

Sigui G un grup topologic compacte. Suposem a partir d’ara que X és I'espai de les classes
de conjugacié de G. En ser X el quocient de G per l'accié de G en ell mateix donada per
conjugacié, 'espai X esta dotat de manera natural amb una topologia, la topologia quocient,

respecte la qual és compacte.

Tota mesura p de GG indueix una mesura sobre X, que també anomenarem g, cometent

un abus de notacié.

Proposicié 2.0.5. Una successid (zy,)n, de X esta u-equidistribuida si i només si per qualsevol

caracter irreductible x de G es compleix

lim g5, (x) = p(x)-

n—oo

Demostracio. Segons el teorema de Peter-Weyl el subespai generat pels caracters irreductibles
de G és dens a C(X). Per tant, aplicant el lema obtenim directament el resultat enunciat.
O

Sigui p la mesura de Haar de GG, definida com la tinica mesura en G tal que

e Es invariant pel producte d’elements de G, és a dir,
p(S) = u(gS) = u(Sg)
per a tot S mesurable i tot g de G.

e u(G)=1.

En aplicar la proposicié a la mesura de Haar de (G, obtenim el segiient resultat.

Corollari 2.0.6. Sigui v la mesura de Haar de G. La successid (xy,), d’elements de X és

u-equidistribuida si i només si per a tot caracter irreductible no trivial x de G es compleix

LG
nh_)fgon;X(%') =0.



2.1. FUNCIONS L 25

Demostracio. Per a tot caracter irreductible no trivial de G' es compleix u(x) = 0. En
canvi, pu(xo) = 1, on recordem que yo denota el caracter trivial. Tenint en compte que
tn(xo0) = 1 = p(xo) per a qualsevol successio, el resultat és ara conseqiiencia directa de la

proposicié [2.0.5| anterior. ]

2.1 Funcions L

Sigui G un grup topologic compacte, sigui X el conjunt de les seves classes de conjugacié i

sigui p una mesura en G.

Introduim a continuacié una nocié general de funcié L que ens permetra generalitzar els

teoremes estudiats anteriorment.

Sigui ¥ un conjunt finit o numerable i sigui (z,)yex una familia d’elements de X. Sigui
N :¥ — {n € Z,n > 1} una aplicacié que satisfa la segiient condicié: Existeiz una constant

C tal que, per a totn € Z, el nombre de v € ¥ amb Nv = n esta fitat per C.

Aquesta hipotesi ens permetra veure que la convergencia de les seéries definides per les

funcions L que introduirem a continuacio és independent de la reordenacié de X.

En tots els casos on apliquem la teoria de Serre definirem ¥ com el conjunt de primers
d’un cos de nombres K, i I'aplicacié N sera l’aplicacié norma. Per tant la hipotesi anterior

sera sempre certa.

Aquesta condicié permet disposar els elements v de ¥ en una successié (v;);>1 tal que
N(v;) < N(vj) per a tot i < j. Es clar que aquesta ordenacié de ¥ no té perque ser unica,
perd en qualsevol cas l'equidistribucié de la familia (x,),ex no depen d’aquesta tria. Aixi,
d’ara en endavant, té sentit parlar de 'equidistribuci6 dels elements de la familia (zy)yen

respecte d’una mesura.

Definicié 2.1.1. Donada una representacio irreductible p de G definim la funcio L associada

ap, (Ty)vex @ N com
1

Moo= 1 o=

on s pren valors complexes.

Observem que la definicié anterior no depen dels representants de x, en G escollits, ja que

el determinant és invariant per conjugacio.

També podem comprovar que dues representacions equivalents donen lloc a la mateixa

funcié L, i per tant L(s, p) depén només de (xy)yex, N i del caracter de p.

A més, per la representacié trivial pg obtenim L(s,po) = [[(1 — (Nv)~*)~!, que només
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depen de 'aplicacié N i del conjunt .

Fem les segiients hipotesis sobre la familia (z,),ex 1 'aplicacié N, relatives a la con-

vergencia de les funcions L associades a les representacions p:

(1) El productori L(s, pp) és convergent per R(s) > 1 i defineix una funcié holomorfa en
aquesta regié. A més, es pot estendre a una funcié meromorfa en R(s) > 1 sense zeros

ni pols, llevat d’'un pol simple a s = 1.

(2) Si p és una representaci6 irreductible no trivial, la funcié L(s, p) es pot estendre a una

funcié meromorfa en el conjunt R(s) > 1, sense zeros ni pols en {s € C,R(s) > 1,s # 1}.

Donada una representacié irreductible p amb caracter x, denotem per —c, l'ordre de
L(s,p) a s = 1. Es a dir, si L(s, p) té un pol, respectivament un zero, d’ordre m a s = 1,

llavors ¢, = m, respectivament ¢, = —m.

El segiient teorema és el central per concloure posteriorment el resultat sobre equidistri-

bucio.

Teorema 2.1.2. Mantenim la notacié anterior i suposem les hipotesis (1) i (2). Llavors per

a tot caracter irreductible x de G es compleix

> x(@) = eyn/log(n) + o(n/ log(n)).

No<n

Per demostrar el teorema necessitem el segiient resultat sobre series de Dirichlet.

Teorema 2.1.3 (Teorema de Wiener-Ikehara). Sigui f(s) = Z an/n’ una série de Dirichlet.
n>1
Suposem que ezisteix una série de Dirichlet F(s) = Z bn/n® amb coeficients reals tal que:
n>1

(a) |an| < by per a tot n.
(b) La seérie F(s) convergeix per R(s) > 1.

(¢) La funcid F(s) es pot estendre a una funcié meromorfa en R(s) > 1 sense cap pol excepte

un pol simple a s =1 amb residu R > 0.

(d) La funcid f(s) es pot estendre a una funcié meromorfa en R(s) > 1 sense cap pol excepte

un possible pol simple a s =1 amb residu r.

Llavors

Z am = 1N+ o(n).
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Podem trobar la demostracié al capitol 1 de [18].
També ens sera necessari el segiient resultat tecnic.

Proposicié 2.1.4 (Truc de sumaci6é d’Abel). Sigui {am }men una successid de nombres com-

plexes amb a1 = 0. Suposem que per a tot enter n

= Z am = an + o(n).

m<n

Llavors
n n

Z log alog(n) + 0(logn

m<n

).

Demostracié. Observem que a,, = f(m) — f(m — 1) i per tant

f(m -1 _ - fm)
Z lo Z log(m + Z log

m<n g

log Zf (log (m) log(ﬂflL—f-l))

El terme f(n)/log(n) té ordre an/log(n), aixi que només cal veure que el sumatori és
o(n/log(n)). Com que f(n) = an + o(n) podem substituir f(m) per Cm, on C és una

constant. A més

1 1 log(1+1/m) - 1/m

log(m) log(m+1)  log(m)log(m+1) ~ log(m)?

Per tant els termes de la suma estan fitats per C'/log(m)?, i és suficient veure que

n

Z log log n)

Dividim la suma anterior com

1 1
2 iogmP T 2 iogtmp

2<m<y/n vn<m<n

Llavors és senzill veure que la primera suma estd fitada per /n/log(2)? i la segona per

n/log(y/n)? = 4n/log(n)?. Aquests dos termes sén o(n/logn), el que finalitza la demostraci6.
O

Utilitzant els resultats anteriors demostrem el teorema B2.1.2
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Demostracio. (Teorema [2.1.2)) Cal observar que pel caracter trivial el resultat del teorema és

Z 1 =n/log(n) + o(n/log(n))

No<n

Fixem una representacié irreductible p. Per simplificar la notacié denotem L(s, p) per L
i la seva derivada per L. A més, definim \,; com el i-éssim valor propi de I'automorfisme
p(xy). Calculem la derivada logaritmica de L, és a dir, L'/L. Segons la definicié anterior

podem fer la segiient descomposicid

=5 v

VEY 1

Aquesta descomposicié ens permet calcular la derivada logaritmica com

log (Nv)

ZZ MNU long ZZZ Nvms

vEY 1 veY i m2=1

Si intercanviem els dos ultims indexs de sumacié obtenim

veEX m=>1

Les potencies m-essimes dels elements de la classe de x, pertanyen a una mateixa classe
de X, la qual definim com z]'. A més, podem comprovar que els valors propis de p(z]") sén

Ayl 1 per tant obtenim que x(z7') = >_; A% En conclusi6

") log(Nv
7:_22X Ug )

veXx m>1

Per les hipotesis realitzades sobre les funcions L obtenim que L'/L defineix una funcié

meromorfa a R(s) > 1, excepte per un possible pol simple a s = 1 amb residu c,.

Veiem que podem escriure L'/L com

Zx )+9(8)

veEY

on ¢(s) és holomorfa en R(s) > 1/2.

Observem que |x(z')| < d, on d és el grau de la representacié p. Per tant, denotant
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o = R(s), és suficient veure que
1og (Nv)
2. Ny
veEY m>2

convergeix per o > 1/2.

Podem comprovar que

log(Nv) log(Nw)
ZZ Nvma Zlong MZ N’U (Nq)\20

vEX m>2 vEY

per M prou gran.

A més log(N0) log(N)
og(Nv) og(Nv)
Z NfU 20 — Z Z NU (N7 \m20
VEX VEX m>1

i aquesta tltima serie és, excepte el signe, la derivada logaritmica de L(s, pg) en s = 20. Com

que 20 > 1 llavors, per hipotesi, L(s, pg) és convergent en s = 20.

Aixi doncs

ZX )+g(8)

veEY
on ¢(s) és holomorfa per R(s) > 1/2. Aleshores

_ZX Nv)

vEY

defineix una funcié meromorfa a R(s) > 1, excepte per un possible pol simple a s = 1 amb

residu c,.

Apliquem el teorema de Wiener-Ikehara definint

on d és el grau de p. Segons aquesta notacié ja hem demostrat que es compleixen les hipotesis

del teorema [2.1.3]i per tant es compleix

X(w)

Tog(N ) = cyn + o(n).

Nv<n
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Utilitzant ara el truc de sumacié d’Abel 2.1.4] obtenim

3 x(@) =0x$+0( )

logn
Nv<n &

Utilitzant els resultats anteriors podem demostrar el segiient teorema,

Teorema 2.1.5. Mantenim la notacio anterior i suposem les hipotesis (1) i (2). Llavors la
successio (Ty)ypex esta p-equidistribuida en X si i només si per a tot caracter irreductible x

de G es compleix

n(x) = ey

Demostracid. Per la proposici6 [2.0.5] és suficient demostrar que lim Hn(X)

= cy. Es clar que
n—oo

. Hn (X) . Nv<n
hm = hm —_—
n—oo N n—00 E 1
Nv<n

Z X(@w) = Xlogn lonn)’

Nv<n & 8
> 1= )
Noen logn logn

Z X(7y)
I per tant lim Nosn Cy- ]
n—oo 1
Nv<n

Si considerem g com la mesura de Haar de G obtenim,

Corollari 2.1.6. Sigui p la mesura de Haar de G. La successio (xy)yey, d’elements de X és
u-equidistribuida si i només si es compleix la hipotesi (1) i per a tota representacio irreductible

no trivial p de G la funcié L(p, s) és holomorfa i no nulla en R(s) < 1.

La demostracié és conseqiiencia directa del teorema i del corollari [2.0.6]
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2.2 Aplicacié al Teorema de Chebotarev

Com a primera aplicacié de la teoria de Serre veurem com podem interpretar el teorema de
Chebotarev, per a extensions abelianes, a partir de la teoria desenvolupada anteriorment. Re-
cordem que la demostracié d’aquest resultat ja utilitza les funcions L, aix{ doncs la presentacio
que farem no aportara cap novetat respecte la manera de demostrar el problema siné respecte

la manera de plantejar-lo.

Sigui L una extensié finita abeliana d’'un cos de nombres K. Definim G com el grup
de Galois de l'extensié L|K. Considerem G com el grup topologic definit per la topologia
discreta. Sigui X com el conjunt de primers de K no ramificats sobre L. Donat v € 3 definim

T, com la classe de conjugacié de I'automorfisme de Frobenius de v i Nv com la norma de v.

Per les definicions realitzades préviament obtenim que donada una representacié p de G
la funcié L(p, s) és, excepte un numero finit de factors, la L-série d’Artin L(L|K, p, s). Com
ja hem vist anteriorment, si p és trivial llavors L(L|K, p, s) és meromorfa en R(s) > 1 amb un

tnic pol simple en s =11 si p no és trivial llavors L(L|K, p, s) és holomorfa en R(s) > 1.

Finalment, podem comprovar que les funcions L(L|K, p,s) sén no nulles en R(s) > 1.

Podem trobar la demostracié d’aquest resultat a [18§].

Aix{ doncs es compleixen les hipotesis del corollari[2.1.6]1 els elements z, estan equidistri-
buits en X respecte la mesura de Haar de G. Per tant, per a tota funcié continua f de C'(X)

es satisfa

Nov<
u(f) = nhjgo U_il
Nv<n

Com que G és abelia, totes les classes de conjugacié tenen un sol element. Aixi doncs

identifiquem X = G. Donat un element x € X definim la funcié

&B(y):{ 0 siz#y

1 siz=y

Donat que la topologia de G és la discreta, §, € C'(X). Per tant

Nov<
) = Jim S5
Nv<n

Es clar que 1(0z) = 1/#G ja que la mesura de Haar d’un grup finit és la mesura uniforme.
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Aleshores
1 lim #{veX|Nv<niax,=uzx}
#G  n—>oo #{v € E|Nv < n}

Observem que el terme de la dreta és la densitat natural del conjunt Ppx(x). Per tant
hem demostrat que per a tota extensié abeliana finita L|K i 0 € Gal(L|K) es compleix
§(Pr k(o)) = 1/4#Gal(L|K). Segons la proposicié obtenim que l'existéncia de la densitat
natural implica ’existencia de densitat de Dirichlet i que de fet s’obté una igualtat. Per tant

també es compleix d(Pr k(o)) = 1/#Gal(L|K), és a dir, el teorema de Chebotarev per

a extensions abelianes.

Hem considerat només extensions abelianes, aixi que és natural preguntar-se que podem
dir sobre 'aplicacié de la teoria de Serre a extensions no abelianes. Per aplicar el corollari[2.1.6]
ens caldria demostrar que per a tota representacié no trivial p la L-serie d’Artin L(L|K, p, s)
és holomorfa i no nulla en R(s) > 1. Aquest resultat no estd demostrat en tota generalitat i

és conegut com la conjectura d’Artin.

Conjectura 2.2.1 (Artin). Sigui L|K una extensio finita de cossos de mombres. Sigui p
una representacid irreductible no-trivial de Gal(L|K). Llavors la L-serie d’Artin L(L|K, p, s)

estén a una funcio entera en C.

Podem consultar més detalls sobre aquesta conjectura a [I4]. A més, tornarem a parlar

posteriorment de la conjectura d’Artin quan estudiem la conjectura de Langlands [3.5.3



Capitol 3

La conjectura de Sato-Tate per a

corbes el:liptiques

Hem vist fins al moment resultats d’equidistribucié en el context de la teoria algebraica de
cossos de nombres, tot i que les demostracions depenen de resultats analitics. El seglient pas
és obtenir resultats d’equidistribucié en contextos geometrics, recolzant-nos en la teoria de

Serre desenvolupada anteriorment.

En aquest sentit estudiarem la conjectura de Sato-Tate, resolta parcialment per Richard

Taylor et al.

3.1 Preliminars sobre corbes el-liptiques
Dediquem aquesta seccié a presentar alguns resultats previs sobre corbes elliptiques. Els
resultats i les demostracions corresponents es poden trobar a [26].

Sigui K un cos de caracteristica diferent de 2 i 3 i sigui K una clausura algebraica fixada

qualsevol de K.

Definicié 3.1.1. Una corba elliptica sobre K és una corba algebraica projectiva E /K asso-

ciada a una equacid afi de la forma
v} =23+ Az + B,

on A, B € K sén elements del cos tals que A(E) = —16(4A43 + 27B?) # 0.

La quantitat A(F) s’anomena el discriminant de la corba elliptica E.

Es pot comprovar que la corba és no singular si i només si A(E) # 0. El genere de

33
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tota corba elliptica és sempre 1. De fet, reciprocament, com a conseqiiéncia del teorema de
Riemann-Roch s’obté que tota corba C'/ K no singular de génere 1 amb un punt racional sobre

K és isomorfa a una corba ellipti donada en forma de Weierstrass com en la definici6 anterior.

Introduim també el invariant j d’E, que es defineix a partir dels coeficients de 'equacid

de Weierstrass d’E com
J(F) = 1728(4A)3 | A(E).

L’invariant j determina la corba elliptica E/K llevat d’isomorfisme sobre K.

Donada una corba elliptica E//K podem definir una estructura de grup abelia en el con-
junt E(K) dels punts racionals d’E sobre K. Aixo permet dotar al conjunt Endz(E) dels

endomorfismes d’FE definits sobre K d’estructura d’anell, en general no commutatiu.

Sovint abreujarem End(E) := Endz(FE). Si L/K és una extensi6 de cossos en K, deno-
tarem per Endr(E) el subanell d’End(E) format pels endomorfismes d’E definits sobre L.
Definim també End} (E) com Endy(E) ® Q.

Podem definir per a cada nombre natural m l’endomorfisme [m] com

P +— mP=P+"™4+P

I definim [—m] a partir de la suma dels inversos. D’aquesta manera, Z C End(E). De fet, el
cas general en caracteristica nulla és Z = End(FE). El segilient teorema determina les possibles

estructures de l'anell End(E).

Teorema 3.1.2. L’anell d’endomorfismes d’una corba elliptica satisfa

e End(E)=Z, o bé
e End(E) és un ordre d’una extensid quadratica imaginaria de Q, o bé

e End(FE) és un ordre d’una dalgebra de quaternions sobre Q.

A més, la tercera opcié es déna només sobre cossos de caracteristica no nulla. Aquest

resultat és el corollari 9.4 del capitol 3 de [26].

Definicié 3.1.3. Sigui E/K una corba elliptica sobre un cos K de caracteristica 0. Diem
que E té multiplicacié complexa (CM) si End(E) # Z, és a dir, si End(E) és un ordre d’una

ertensio quadratica imaginaria de Q.

Definim el conjunt dels punts de m-torsi6 d’E com Ker[m], i ho denotem per E[m)].

Gracies a [26], C. 3, Corollari 6.4], tenim el segiient resultat.
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Teorema 3.1.4.

e Si la caracteristica de K és nulla o coprimera a m es compleix

E[m] =2 Z/mZ x Z./mZ.

e Si la caracteristica de K és p llavors es compleiz una de les dues opcions segiients

E[p*) =2 Z/p*Z  per a tot k > 1,
E[p*] = {0} per a tot k > 1.

Quan E[p] = {0} diem que la corba E és supersingular. En cas contrari diem que la corba
és ordinaria. A més, una corba és supersingular si, i només si, End(E) és un ordre d’una
algebra de quaternions sobre Q. Aquest resultat permet veure una relacié entre End(E) i els

punts de torsié d’F.

Definicié 3.1.5. Sigui E/K una corba elliptica sobre un cos finit K, de caracteristica p, amb

q elements. L’endomorfisme
o : E - FE

(z,y) — (z9y7)

és l’endomorfisme de Frobenius d’E.

Es sap que ’endomorfisme de Frobenius s’anulla per un polinomi 72 — a7 + ¢, per a algun
a € Z. Gracies a aquest resultat, 'enter a = a(F) s’anomena la traca del Frobenius. Es

compleix que la corba és supersingular si, i només si, car(K) | a(E).

El segiient teorema ([26, C. 5, Teorema 1.1]) sera central per plantejar la conjectura de
Sato-Tate.

Teorema 3.1.6 (Hasse). Sigui E una corba elliptica definida sobre un cos de q elements.

Aleshores

a(B)| < 2V/4.

3.1.1 Corbes elliptiques sobre cossos de nombres

Sigui ara F//K una corba elliptica definida sobre un cos de nombres K. Sigui p un primer
de K. Fixem una equacié de Weierstrass y> = 2® + Az + B d’E amb A, B € O tals que
el discriminant d’aquesta equacié tingui valoracié minima respecte p. Sigui E,/k(p) la corba
definida per l'equacié y? = 2% + Az + B, on A = A mod p, B = B mod p.

Definicio 3.1.7.
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o Sila corba Ey, és no singular, i per tant elliptica, direm que E té bona reduccio en p.

En cas contrari direm que E té mala reduccid en p.

o Si By té un node direm que la reduccio és multiplicativa. A més, si les pendents de les
rectes tangents en el node pertanyen a k(p) direm que la reduccié és multiplicativa split

1 en cas contrari multiplicativa no split.

o Si By té una cispide direm que la reduccié és additiva.

Fixem un primer p on F té bona reduccié. Definim

Ny(E) = #Ep(r(p))-

Si ¢ és I'endomorfisme de Frobenius de Ey, és clar que (/d— ¢) és 'endomorfisme constant
sobre el grup Ey(k(p)). Aixi doncs #Ker(Id—¢) = Ny(E), isi ap(E) és la traca de ¢ llavors

Np(E) = N(p) + 1 — ap(E).

Escriurem Ny i ap quan es sobreentengui a quina corba ens referim. La definicié anterior
d’ap és segurament la més intuitiva, pero no és la més ttil. Veiem com podem descriure les

traces ap de manera equivalent.

Definicié 3.1.8. Donat un primer £, definim el modul (¢-adic) de Tate com el limit projectiu

dels grups E[(¥] respecte les aplicacions [(] : E[¢*T'] — E[(*], és a dir,

Ty(E) = lim E[¢"].

k

Donat que E[¢¥] té una estructura natural de Z/¢*Z-modul obtenim que Ty(E) és de forma
natural un Zg;-modul, és a dir, un modul sobre els enters ¢-adics. A partir de la classificacio
dels grups de torsié obtenim directament que per a ¢ # car(K),

Tg(E) = Ze X Zg.
Es clar que els endomorfismes de la corba donen lloc a endomorfismes del modul de Tate.

De la mateixa manera, els elements del grup de Galois Gx = Gal(K|K) commuten amb els

morfismes [/] i per tant actuen sobre el modul de Tate. Obtenim aix{ les representacions
PE: G — Aut(Tg(E)).

del grup de Galois absolut G de K.
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Triant una base de Ty(FE) i considerant 'inclusié Zy, C Qp podem considerar les represen-

tacions anteriors com a representacions 2-dimensionals sobre el cos Q.

Considerem la classe de conjugacié Frob, en Gk = G(K|K) d’algun automorfisme de
Frobenius en p. Si ¢ no divideix p, llavors la imatge dels elements de F'rob, per pg, no
depen de I'automorfisme de Frobenius triat i pertanyen a una mateixa classe de conjugacié de
Aut(T;(E)). Els elements d’aquesta classe de conjugacié tenen un mateix polinomi minim, i
de fet aquest polinomi és el polinomi minim de I'automorfisme de Frobenius de la corba Ey.
Per tant, les traces d’aquests dos polinomis sén iguals i el valor ap(E) esta determinat a partir
de pg . Es important observar que el polinomi caracteristic de pg ¢(Froby) és independent
del valor ¢ triat. Aquesta propietat defineix la familia pg, com una familia compatible de
representacions en el sentit de Serre (cf. [23]). Aquest concepte és central en la demostracié

de la conjectura de Sato-Tate.

Coneixent només els valors ay(£) d’'una corba E podem obtenir informacié sobre l'a-
ritmetica de la corba, de manera similar a com els primers d’un cos de nombres K ho fan de
I'aritmetica de K. Recordem que per a cossos de nombres aquesta informacié queda codificada
en les funcions L de K. En el cas de corbes elliptiques també podem associar a la corba una
funcié L a partir dels valors ay(E). Definirem aquesta funcié L com el producte de factors

locals associats a cada primer.

Definicié 3.1.9. Sigui E/F una corba elliptica E sobre un cos finit F' de q elements. Definim

la funcid zeta d’E sobre F' com

21, ) = exp (Z #E(F@T:)

on F,/F és lextensio de F' de grau n.

Veiem com simplificar I'expressié anterior. Sigui ¢ 1’automorfisme de Frobenius d’E/F.
Tal i com hem fet anteriorment, considerem el polinomi caracteristic de ¢ actuant sobre el

modul de Tate £-essim, on ¢ # q:

det(T —¢) =T? —aT + q = (T — a)(T - B).

Aqui, o i # sén les arrels complexes conjugades del polinomi. Aquesta descomposicié
també ens permet veure que det(T' — ¢") = (T'— a™)(T — ™). Com que ¢" és 'automorfisme
de Frobenius de la corba E/F,, obtenim que #FE(F,) =1+ q¢" —tr(¢") =1+ q¢" — o™ — g".
Apliquem aquestes igualtats a log Z (T, E),

o

log Z(T,E) =) (1+¢"—a"—p")

n=1

= —log(1 —T) —log(1 — ¢T') + log(1 — aT) + log(1 — BT).

T’I’L
n
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Per tant es compleix

_(1-aD)(A-BT) _ 1—al +qT?
Z(T,E) = 1-T)1—q) (Q—T)(1—qT)

A continuacié definim la funcié L associada a una corba elliptica E sobre un cos de

nombres K.

Definicié 3.1.10. St p és un primer on E té bona reduccio, definim el factor local en p de la
funcié L d’E/K com Ly(T,E) =1 — a,T + N(p)T>.

Remarquem que, tal i com acabem de veure, es compleix

L,(T,E)

ZIE) = Ao — )

fet que justifica la definicié anterior.

Els factors (1 —7)(1 —9(p)T") no donen informacié cabdal per als nostres objectius. A
més, en la definicié posterior de la funcié L, es pot comprovar que la funcié resultant seria

equivalent si utilitzéssim com a factor local Z(T', E}) enlloc del que hem introduit.

Definicié 3.1.11. Sigui p un primer de K on E té mala reduccio. FEl factor local en p de la
funcié L d’E/K és

1-T §i E té reduccio multiplicativa split en p,
L,(T,E) = 1+T Si E té reduccio multiplicativa no split en p,
1 St E té reduccio additiva en p.

L’eleccié d’aquests factors locals s’explica pel cardinal del conjunt de punts no singulars
de la corba reduida. Si E,s(k(p)) és el conjunt de punts no singulars de Ep(x(p)) obtenim
que per a qualsevol primer p es compleix la relacié Ly(1/9(p), E) = #Ens(k(p))/N(p).

Definicié 3.1.12. La funcié L associada a la corba elliptica E definida sobre K és

L(E,s) = HLP(m(p)isﬂ E)il'
p

Aplicant el Teorema [3.1.6]de Hasse i utilitzant la convergencia de les funcions L de Hecke,
podem veure que L(E,s) convergeix per a tot R(s) > 3/2. Al voltant d’aquestes funcions
L hi ha moltes conjectures. Per exemple, la conjectura de Taniyama-Shimura per a corbes
elliptiques sobre @Q, de la qual parlarem posteriorment, que va ser resolta recentment per
Andrew Wiles. De fet, Wiles va demostrar la conjectura per a corbes semiestables, és a dir
sense reduccié additiva. Aquest resultat va permetre demostrar el famés teorema de Fermat.

Posteriorment la conjectura es va demostrar per a totes les corbes elliptiques E/Q.
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3.2 Equidistribucié de Frobenii en corbes el-liptiques

Fixem una corba elliptica E sobre un cos de nombres K. L’objectiu d’aquesta i de les segiients
seccions és centrar-nos en 'estudi dels possibles valors de ay(E) en variar p entre els primers

de K on E té bona reduccio.

Sigui doncs p un primer de K on F tingui bona reduccié. En aplicar el teorema de Hasse
a la corba reduida E, obtenim que |ap| < 24/91(p). Aquesta fita permet considerar la

quantitat
ap/2v/N(p) € [-1,1]

i també 'angle 6, € [0, 7] tal que

cos(fp) = ap/2y/N(p).

Observem que aquesta definicié és equivalent a dir que el polinomi minim de I’automorfisme

de Frobenius de Ey és (T — /N(p)e® ) (T — /N(p)e %) amb 0, € [0, 7].

Si fem variar p entre els primers de K on F té bona reduccid, obtenim una successié a
linterval [0,7]. Donat un interval I C [0, 7], podem preguntar-nos per la probabilitat que

p € 1. Definim aquesta probabilitat com

Lo #IE) < 2lfy € 1)
S N < o)

Pp(I) =

Obviament, per poder definir Pg(I) cal que el limit anterior existeixi. Observem que
Pg(I) és la densitat natural del conjunt de primers p tal que 6, € I. Assumint que els limits

anteriors existeixen, podem preguntar-nos per l’existeéncia d’alguna mesura g a [0, 7] tal que

/]ME = Pp(I).

Per tant, entendre com es distribueixen els valors a, és equivalent a coneixer la mesura
pe. En les properes seccions ens dediquem a estudiar aquest problema, amb especial emfasis

en el cas que el cos de definicié de la corba és Q.

3.3 Corbes el-liptiques amb CM

Per estudiar la mesura pp cal estudiar per separat les corbes amb i sense CM. Comencem
estudiant les corbes amb CM, per a les quals el calcul de la mesura up es pot realitzar utilitzant

resultats classics.
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Sigui £/Q una corba elliptica amb CM i sigui pup la mesura associada a E en la seccié
anterior.
Teorema 3.3.1. Es té . )
HE = iluunzf + 5671'/27
on 0y €s la mesura associada a la funcid delta en el punt m/2 i junis €s la mesura uniforme

en [0, 7).

Es a dir, una meitat dels 6, compleixen 6, = 7/2 i 'altre meitat es distribueix uniforme-

ment en [0, 7).

Aquest teorema s’obté a partir dels resultats obtinguts per Max Deuring i Erich Hecke,

els quals resumim a continuacio.

Sigui doncs una corba elliptica E sobre Q amb multiplicacié complexa, i sigui L =
End’(E). Segons el teorema L/Q, és una extensié quadratica imaginaria. Deuring
va demostrar que la L-serie associada a E és una L-serie de Hecke associada a un Groéflencha-
rakter 1 de L. De fet, els resultats obtinguts per Deuring sén més amplis pero no és necessari
presentar-los per al nostre cas. Podem consultar els resultats que presentarem a continuacié
a [27].

El Groflencharakter 1 es defineix com un caracter sobre el grup d’ideles de L i la seva
imatge esta inclosa en el cos L. Tampoc és oportd definir formalment aquest caracter, en
canvi si descrivim la seva principal propietat. Sigui p un primer de L on F té bona reduccié.
Sigui F), la corba F reduida modul p i ¢, 'endomorfisme de Frobenius de E,. Segons aquestes

definicions es compleix que el diagrama segiient commuta

E [¥(p)] E

! !

¢>
E, —— E,

on [1(p)] és la isogenia associada a I’element ¥ (p) de L.

Podem comprovar els segiients resultats sobre el caracter ¢. Sigui p un primer on F té

bona reduccié. Llavors es compleix:

e Si p descomposa a L com pOx = pp’ llavors a, = (p) + (p’) 1 Y (p)y(p’) = p.
e Sip ésinert a L i per tant pOx = p, obtenim la igualtat a, = 01 ¢ (p) = —p.

e Si p ramifica a L llavors E té mala reducci6é additiva en p.

Segons aquests resultats obtenim que per als primers on £ té bona reduccié, E és
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e ordinaria si p descomposa a K,

e supersingular si p és inert a K.

Utilitzant el teorema de Chebotarev sabem que la densitat dels primers que sén inerts a L
és 1/2. Aquest resultat ens permet concloure que la meitat dels primers compleixen a, = 0,

o equivalentment 6, = /2.

Per veure la distribucié uniforme de la resta de primers és necessari veure la igualtat entre
les L-séries d’F i de ¥. Recordem que el factor local de la L-série de ¥ en un primer p de K

és Ly(s,9) =1 —1(p)(Np)~°. Veiem les igualtats entre els factors locals.

e Si p descomposa a K com pOx = pp’ llavors

Ly(s,E) =1 —app™® +p'=2 =1 — (¢(p) + (p"))p~° + ¥ (p)(p)p~>* =
= (1 =((p)Mp)~*) (1 — (") (M) ™) = Ly(s,9) Ly (s,7).

e Sipésinert a K ipOgk = p llavors

Ly(s,E)=1—ayp*+p™=1-0-p=° — (—p)p > =
=1—=9(p)p > =1—9(p)(Np)~* = Ly(s, ).

e Si p ramifica a K i per tant pOx = p? llavors
Ly(s,E) =1= Ly(s,v).
Obtenim aixi
Teorema 3.3.2 (Deuring). Segons les notacions anteriors es compleiz
L(E,s) = L(s, ).
Aquesta igualtat ens permet deduir resultats sobre la L-serie d’E a partir de resultats de
les L-series de Hecke. Aix0 ens permet demostrar que els valors a, pels primers p on la corba
reduida és ordinaria es distribueixen uniformement en [0, 7]. En la seccié [5.1| revisarem aquest

resultat, interpretant d’'una mateixa manera la distribucié per a totes les corbes, tinguin o no

multiplicacié complexa.

3.4 Corbes elliptiques sense CM: la distibucié de Sato-Tate

Un cop estudiada la mesura pg per a corbes amb multiplicacié complexa ens centrem en les

corbes sense CM. La conjectura de Sato-Tate prediu la solucié a aquest problema per a corbes
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sense multiplicacié complexa.

Conjectura 3.4.1 (Sato-Tate). Sigui K un cos de nombres i sigui E/K una corba elliptica
sense CM. Llavors pg té funcio de densitat %sin2(a:), és a dir, la probabilitat que es compleizi
a<0,<bés

b
Pol(ab]) = % / sin?(z)de.

Cal destacar que la distribuci6 és independent de la corba. Aquesta distribucié s’anomena
la distribucié de Sato-Tate. Per ser precisos, hem de dir que la conjectura de Sato-Tate
classica es va formular per al cas K = Q. Mikio Sato i John Tate, a través de treballs
independents, van proposar al voltant del 1960 la conjectura per a corbes elliptiques sobre el
cos Q dels nombres racionals. Tot i aix0 ens referirem a la conjectura [3.4.1] com la conjectura

de Sato-Tate, que generalitza el plantejament classic de corbes elliptiques sobre Q.

L’any 2006, Richard Taylor, conjuntament amb altres matematics, va publicar una de-
mostracié de la conjectura de Sato-Tate per a corbes elliptiques /K sobre cossos totalment
reals K amb j(F) ¢ Og. Aquesta condicié es compleix per exemple quan E té reduccié

multiplicativa en algun primer de K.

La demostracié completa de la conjectura de Sato-Tate queda fora de l'abast d’aquest
treball. Tot i aixi, utilitzant la teoria de Serre podem presentar els procediments per demostrar
el teorema de Taylor. Per a la resta de cossos no es coneix una demostracié de la conjectura
i representa avui dia un ambit de recerca en matematiques. Es interessant consultar [16] per
trobar una introduccié més lleugera de la demostracié de la conjectura de Sato-Tate 1

com a resum de la presentacié posterior també és 1itil la presentacié realitzada a [21].

Per seguir el procediment realitzat per Taylor és interessant recordar la demostracié dels
teoremes de Dirichlet i Chebotarev. En ambdés casos definiem funcions L, les funcions L de
Dirichlet i de Hecke, associades al conjunt de primers dels quals voliem concloure el resultat
d’equidistribucié. A partir dels resultats sobre caracters induits podiem deduir la no-anul-
lacié de les funcions L en s = 1 i deduir aixi els resultats enunciats. El procediment per a
demostrar la conjectura de Sato-Tate segueix el mateix esquema. En aquest cas, les funcions
L vindran definides a partir de certes representacions de grups associades a la corba elliptica.
La part més complicada correspon a demostrar la no-anullacié d’aquestes funcions L, fet que

es demostra tot utilitzant el teorema de Brauer sobre caracters induits.
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3.5 La demostracio de Taylor: una aplicacié de la teoria de

Serre

Veiem com presentar la conjectura de Sato-Tate a través de la teoria de Serre. Sigui K un cos
de nombres i E una corba elliptica sense multiplicacié complexa definida sobre K. Definim

>: com el conjunt de primers de K on E té bona reduccié i Nv com la norma de v € 3.

La notacié de v per denotar els primers de K pot semblar poc apropiada pero cal in-
terpretar aquesta notacié a partir de la teoria de valoracions. Podem trobar una descripci

d’aquesta teoria a [19].

La definicié menys intuitiva correspon a la del grup topologic compacte G, i cal motivar-la

adequadament.

Recordem que la conjectura de Sato-Tate estudia la distribucié dels valors ay(E), la

traca dels Frobenius de les corbes reduides.

Escrivint cos(fp(E)) = ap/21/M(p) podriem interpretar aquests valors en interval [0, ].
Per tant podria semblar natural considerar G = [0, 7], identificar [0, 7] amb R/7Z, i introduir
la familia {z, = 6,(E)}. Es senzill comprovar que la mesura de Haar associada al grup
topologic R/7Z és la mesura uniforme. Aixd ens portaria perd a la conclusié que els valors
0p(E) estan equidistribuits respecte una mesura que no és pas la mesura de Sato-Tate, i que
no esta d’acord amb els experiments numerics que facilment es poden realitzar. Es clar doncs

que leleccié G = R/7Z no permet demostrar 'equidistribucié plantejada.

L’elecci6é oportuna del grup G és el grup SU(2) de les matrius complexes unitaries de
dimensié 2 amb determinant 1. Tots els elements d’una mateixa classe de conjugacié de SU(2)
tenen el mateix polinomi caracteristic, i de fet les classes de conjugacié estan univocament
determinades a partir del polinomi caracteristic dels seus elements. Observem que el polinomi
caracteristic d'un element z € SU(2) és de la forma T? — aT + 1, on a és la traca del
polinomi caracteristic. Per tant, la classe de conjugacié de x esta determinada a partir d’a.
Si factoritzem T2 — aT + 1 = (T — a)(T — 3) veiem que |a| = || = 1ia = 3, ja que les

matrius sén unitaries.

Aix{ doncs a = a+a = 2R(«) € [—2,2] i per tant les classes de conjugacié de SU(2) estan

en bijeccié amb el conjunt [—2,2].

Donat v € ¥ procedim a definir x,. La corba E té bona reduccio en v, per definicié de
3, i per tant podem considerar el morfisme de Frobenius ¢ de la corba reduida. Com ja hem
vist, a,(E) és la traga del polinomi caracteristic de ¢ i el teorema de Hasse implica que

lay(E)| < 2V Nv.
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Per tant a,(E)/vV Nv € [-2,2] i definim x, com la classe de conjugacié de G amb polinomi
caracteristic T2 — a,(E)/vNv T + 1. Observem que el polinomi caracteristic de x,, també es

pot calcular com det(T" — ¢/+/N(p)).

Un cop presentada la notacié, expliquem a continuacié de quina manera la Conjecturaf3.4.1
de Sato-Tate és conseqiiencia del Corollari[2.1.6] en cas que les hipdtesis d’aquest enunciat es

satisfessin.

Suposem doncs que (zy)yex estd equidistribuit respecte la mesura de Haar psu(z) de
SU(2). Com ja hem vist, podem definir una aplicacié bijectiva entre les classes de conjugacié
de SU(2) i [-2,2]. Composant amb I’aplicacié de [—2,2] a [0, 7] definida per x +— arccos(z/2)
obtenim una bijeccié h entre les classes de conjugacié de SU(2) i [0, 7]. Podem doncs consi-

derar la mesura p de [0, 7] induida a partir de la mesura de Haar de SU(2), és a dir,

p=hi(psu))-

Es clar que si (2,)ves esti sy (2)-equidistribuit llavors (h(ry))ees esta p-equidistribuit.
Podem trobar 'expressié de la mesura h (s (2)) a [9], obtenint que la mesura hy(psy () és
2/msin?(z)dr. Observem a més que h(z,) és el valor 6, presentat a la conjectura de

Sato-Tate i per tant (6,),¢cx esta equidistribuit respecte la mesura de Sato-Tate.

Més concretament, fixem un interval I C [0,7]. Prenem una successié de funcions
continues (¢, )nez amb limit la funcié caracteristica de I. Com que (6,),ex esta p-equidistribuit

es compleix que

¢nﬂ — lim Nv<z
[O,W} T—00 Z 1
Nv<x

Prenent el limit per n — oo obtenim que

#{p < z]0, € I} = Pp(I).

/,u: lim Onpt = lim
I

n—00 Jig 1] £—00 #{p <=z}

I per tant %SinQ(l')de‘ = pu = up, el que demostra la conjectura de Sato-Tate tal i com

I’hem enunciat.

Per tant, per poder demostrar la conjectura de Sato-Tate utilitzant la teoria de Serre és
suficient veure que es compleixen les hipotesis del corollari 2.1.6] Comencem veient que la
hipotesi (1) definida en la teoria de Serre es compleix sempre en el cas que estem tractant, i
que de fet només depeén del cos K. Per comprovar la hipotesi (1) cal veure que la funcié L

associada al caracter trivial po defineix una funcié holomorfa i no nulla en R(s) > 1, excepte
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per un pol simple en s = 1. Recordem que

L(s, po) = H 1_(]1\[7))—3
veEY

i com ja hem comentat depen tnicament de X i dels valors Nv. Observem que en el nostre

cas la funcié L(s, pg) és, llevat d’un nombre finit de factors, la funcié Zeta de Dedekind (x(s).

Tal i com s’explica a [I8], la funcié (x(s) defineix una funcié holomorfa i no nulla en
R(s) > 1 excepte per un pol simple en s = 1. Per tant, com que L(s, pg) 1 (x(s) difereixen

d’un nombre finit de factors, tots ells no nuls en R(s) > 1, llavors es compleix la hipotesi (1).
Obtenim doncs que per demostrar la conjectura de Sato-Tate ens cal demostrar que per a

tot caracter irreductible no trivial p de SU(2), la funcié

1
L(s, p) = I;IE det(1 — p(xy)(Nv)~*)

estén a una funcié holomorfa i no nulla en R(s) > 1.

Presentem breument alguns resultats sobre representacions de grups, els quals podem

consultar a [4].

Sigui p una representacié 2-dimensional d’'un grup G. Donat n € N considerem la re-
presentacié (n + 1)-dimensional Symm'p definida com la n-éssima poténcia simétrica de la

representacié p. Veiem com podem interpretar Symm'p.

Fixat g € G, considerem la descomposicié det(T' — p(g)) = (T — a)(T' — (), és a dir, els
valors propis de p(g) sén {«, 5}. Llavors els valors propis de Symm™p(g) és el conjunt de
valors {a" {30 < i < n}.

Considerem la representacié 2-dimensional natural  de SU(2). Llavors tota representacié
irreductible de SU(2) és equivalent a Symm™r per a algun n (cf. [4]). Fixat v € ¥ ja hem vist

que det(T — r(x,)) = (T — %) (T — e~*). Per tant els valors propis de Symm"r(z,) és el

i(n—2i)0,

conjunt de valors {e |0 <i <mn}. Segons aquestes definicions obtenim que

L(S’ Symm T H H elln— 21)9 (Nv)fs

VEX i= 0

Fixat ¢ considerem la representacio pg ¢ i les seves n-essimes poteéncies simetriques Symm™ pg .

Recordant que det(T — pg¢(¢v)) = (T — /N (v)e)(T — /N (v)e ") definim la L-serie as-
sociada a la representacié Symm™pg ¢

1
L(s, Symm"
(s, Symm” p ¢) veszH)l Ny
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Segons aquestes definicions esta clar que es compleix la relacié

L(s, Symm"r) = L(s —n/2, Symm" pg ¢).

Aquesta igualtat i el fet que totes les representacions irreductibles no trivials de SU(2)
siguin de la forma Symm™r implica que la conjectura de Sato-Tate es pugui deduir a partir

de la segiient conjectura.

Conjectura 3.5.1 (Tate). Sigui E/K una corba elliptica sense CM definida sobre un cos de
nombres K. Llavors L(s, Symm"pg ) defineiz una funcié holomorfa i no nulla en R(s) >
1+n/2.

Aquesta conjectura va ser plantejada per John Tate en [28]. Per demostrar aquest resultat
sobre les funcions L(s, Symm”pg ) és necessari introduir les representacions automorfes de

GL,(AF), el grup general lineal de grau n sobre I’anell d’adeles d'un cos F'.

No entrarem en aquesta teoria ni presentarem les notacions necessaries ja que excedeixen el
proposit de la nostra presentacié. Per aquesta rad les definicions i resultats s’han d’interpretar
com una guia sense els detalls tecnics dels resultats formals. Deixem pels lectors més avesats en
el tema la correcta interpretacié dels resultats que presentem. Podem consultar les definicions

necessaries a [5].

Es pot introduir el concepte de representacié automorfa (cuspidal) com una generalitzacié
de forma modular (cuspidal). D’aquesta manera, donada una representacié automorfa cus-
pidal 7 de GL,(Ar) podem construir la L-serie associada L(s, 7). Es compleix que L(s, )
és holomorfa i no nulla en R(s) > (n 4+ 1)/2. Aquesta ultima propietat és la principal pro-
pietat que ens interessa sobre les representacions automorfes, i aixo justifica que no fem cap

introduccio a les definicions oportunes.

Donada una representacié automorfa 7 podem construir una representacié r de Gp =
G(F|F). A més L(s,r) = L(s, ) i per tant si 7 és cuspidal llavors L(s,r) és holomorfa i no
nulla en R(s) > (n+1)/2.

Definicié 3.5.2. Direm que una representacié r de grau n de Gp és automorfa si prové

d’alguna representaciéo w de GL,(Ap). Si a més 7 és cuspidal, també direm que r ho és.

Segons hem comentat, és clar que si r és automorfa cuspidal de grau n llavors L(s,r) és
holomorfa i no nulla en R(s) > (n+1)/2. A més, si r és automorfa llavors també ho sén les

representacions equivalents a 7.

Veiem com utilitzar les representacions automorfes per demostrar la conjectura de Sato-
Tate. Recordem que Symm' pg ¢ és una representacié de G de grau n+ 1, per tant té sentit

conjecturar que Symm”pg  és automorfa cuspidal de grau n+1. Segons aquest plantejament
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L(s,Symm”pg ) seria holomorfa i no nulla en R(s) > 1+ n/2. Aix{ doncs si per a tot n
Symm"pg, és automorfa cuspidal llavors es compleix la conjectura de Tate Per tant

la conjectura [3.4.1] de Sato-Tate es pot deduir a partir de la segiient conjectura.

Conjectura 3.5.3 (Langlands). Sigui E una corba elliptica sense CM definida sobre un cos

de nombres K. Llavors per a tot n la representacié Symm' pg e és automorfa cuspidal.

Es interessant donar un context historic a aquesta conjectura per veure la seva trans-
cendencia dintre del desenvolupament de les matematiques en els iltims anys. Observem
que la Conjectura de Langlands implica la conjectura d’Artin per a representaci-
ons automorfes cuspidals. Aquestes dues conjectures formen part del que és conegut com el
programa de Langlands. Podem consultar [5], [14] per més informacié sobre el programa de
Langlands, incloent la conjectura Aquest programa associa representacions automorfes
a objectes de la teoria de nombres i de la geometria algebraica, tot obtenint igualtats entre
L-séries com a l'anterior conjectura. Moltes de les conjectures del programa de Langlands
encara estan obertes. Per veure 'importancia de les conjectures plantejades per aquest pro-
grama és suficient comentar que el teorema de Wiles es pot interpretar com un cas particular
de la conjectura de Langlands [3.5.3] De fet, el teorema de Wiles et al. demostra el teorema
de modularitat, abans conegut com a conjectura de Taniyama-Shimura, per algunes corbes

elliptiques. Recordem I’enunciat d’aquest teorema.

Teorema 3.5.4 (Teorema de modularitat). Sigui E una corba elliptica sobre Q. Llavors

existeir una forma modular cuspidal f de GL2(Aq) tal que
L(s, f) = L(E, s),

on L(s, f) és la L-série associada a f.

Per a corbes amb CM, el teorema de modularitat no és altre que el teorema [3.3.2] que
va ser demostrat molt anteriorment al teorema de Wiles. Per a corbes sense CM, el teorema
és de fet un cas particular de la conjectura de Langlands prenent n = 1. Aixo0 es
deu a que les representacions automorfes cuspidals de GLa(Ak) les podem interpretar com
a formes modulars cuspidals, i L(s, Symm!'pg ) com L(E,s). Podem consultar [29] per més

informacié sobre el teorema de la modularitat B.5.41

El teorema de Wiles va permetre demostrar el que segurament és un dels teoremes ma-
tematics més famosos, 1'iltim teorema de Fermat. Per ser precisos, per demostrar I’altim
teorema de Fermat també és necessari el teorema de Ribet, antigament conegut com la con-
jectura epsilon. Segons el teorema de Ribet, si existis un contraexemple del teorema de Fermat

podriem construir una corba elliptica que no compliria el teorema de modularitat.

Podem interpretar la conjectura de Langlands com la generalitzacié més natural
del teorema de la modularitat En els ultims anys s’ha treball en la demostracié de la
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conjectura pero encara no s’ha demostrat en tota generalitat. Veiem alguns resultats

sobre la demostracié d’aquesta conjectura.

e Com hem comentat, el cas n = 1 és el Teorema de modularitat de Wiles et al.

El cas n = 2 és pot demostrar a partir del treball de Gelbart-Jacquet (veure [6]).

Per a n = 3 va ser demostrat per Kim-Shahidi (veure [12]).

El cas n = 4 va ser comprovat recentment per Kim (veure [13]).

Per a n > 5 també hi ha alguns resultats, essencialment de Kim, pero cap demostracio

generica.

Per tant, per demostrar la conjectura de Sato-Tate [3.4.1] cal buscar un metode alternatiu
a la conjectura de Langlands Per aquest proposit cal considerar el treball realitzat
per Richard Taylor, segons el qual es demostra una versié més debil de la conjectura [3.5.3] i
només per a cossos totalment reals. Definirem un concepte de representacié automorfa menys

restrictiva el qual sera suficient per demostrar la conjectura de Sato-Tate [3.4.1

Definicié 3.5.5. Direm que una representacio r de Gx €s potencialment automorfa si existeix
una extensid de Galois F|K amb F totalment real de manera que r|g,, la restriccid de r a

Gr, és automorfa. Si a més r|q, €s cuspidal també direm que r és potencialment cuspidal.

Utilitzant aquesta definicid, es pot demostrar una versié més debil de la conjectura |3.5.3
la qual és suficient per demostrar la conjectura de Sato-Tate El seglient teorema és el

teorema 4.1 de [7], on esta presentat en una versié més general.

Teorema 3.5.6 (Taylor). Sigui E una corba elliptica sense CM sobre un cos de nombres K
totalment real. Suposem a més que E té reduccio multiplicativa en algun primer. Llavors

Symm"pg €s potencialment automorfa cuspidal per a tot n.

Veiem com deduir la conjectura de Tate [3.5.1] a partir d’aquest teorema. Considerem
doncs una extensié de Galois F|K amb F' totalment real de manera que Symm”pg s|lc, és
automorfa cuspidal. Llavors, segons el resultat de canvi de base de Langlands obtenim que
per a tot cos intermig K C L C F' amb F'|L resoluble la restriccié de Symm” pg ¢ a G, també
és automorfa cuspidal. Es a dir, existeix una representacié w7, de manera que Symm”pg ¢|c,

prové de 7wy, i L(mp,s) = L(Symm"pgila,,s)-

Per altra banda, gracies al teorema de representacié de Brauer, podem descomposar el
caracter trivial 1 de G(F|K) com

_ G(F|K)
1= Z nilnd e pp)Xi
iel
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on I és un conjunt finit i per cada i € I es té n; € Z, K C F; C F amb F|F; resoluble, i
Xi una representacié 1-dimensional de G(F|F;). El caracter I ndggi?) X;i és el caracter induit
per la inclusié natural de G(F|F;) en G(F|K). Podem consultar [4] per trobar tant aquests

resultats com la definicié de suma i producte de representacions que utilitzarem a continuacié.

Es clar que L(Symm"pg ¢, s) = L(Symm™pg ®1,s), ja que la representacié Symm” pg &
1 és equivalent a Symm™pg . Utilitzant la descomposicié anterior de la representacié trivial
i sabent que la L-serie de la suma de representacions és el producte de les L-series de les

representacions obtenim que

L(Symmpp,s) = [ [ L(Symm"pp,e ® Indxi, s)™.

)

Observem que la representacié Ind x; s’ha d’interpretar com a representacié de G.
Utilitzem ara que la L-serie associada a Ind x és identicament la L-serie associada a y. Com

que Ind x; esta induit a partir del caracter x; de G g, cal restringir Symm”pg ¢ a G,. Llavors

L(Symm"pgy® Ind x;,s) = L(Symm”pEAGFi ® Xi, S)-

Com ja hem comentat, segons el teorema existeix una representacié mp, de manera
que Symm”pE,AGFi prové de mg, i L(mp,s) = L(Symm”pE’AGFi,s). A més, el producte
Tp, @ x; manté les propietats de 7p, i per tant L(mgp, ® X;,8) = L(Symm”pEAGFi ® Xi, S)-
Aixi doncs

L(Symm”"pp e, s) = [ [ L(mr, @ X, 5)™.

)

Com que 7, és una representacié automorfa cuspidal de GLy+1(AF,) la L-serie L(mp, ®
Xi, S) és holomorfa i no nulla en (s) > 14+n/2. I segons la formula anterior L(Symm™pg s, s)
és holomorfa i no nulla en R(s) > 1+ n/2, el que demostra la conjectura de Tate m

Per tant podem deduir la conjectura de Sato-Tate utilitzant el teorema

3.5.1 Teorema de Taylor

En aquesta seccié presentarem els resultats essencials per demostrar el teorema [3.5.6l El
concepte principal per a la demostracié és el de familia compatible de representacions. Con-
siderem la familia de representacions {pg ¢}, associada a una corba elliptica E. Recordem
que al definir aquesta familia ja hem comentat que formaven una familia compatible de repre-
sentacions en el sentit de Serre, ja que el polinomi caracteristic de pg ¢(Froby) té coeficients

enters i és independent de ¢. Formalitzem aquest concepte.

Definicié 3.5.7. Sigui K un cos de nombres i {p; : Gx — GLp(Q))}e una familia de re-
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presentacions indexada pels primers de Z. Direm que és una familia compatible si per cada
primer p de K, excepte un nombre finit, existeix un polinomi monic Py(z) de Q[x] de manera

que el polinomi caracteristic de pg(Froby) coincideixi amb Py(x).

Segons aquesta definicid, és clar que {pg ¢}¢ és una familia compatible de representacions.
A més també podem comprovar que la familia {Symm™pg s}, és una familia compatible de
representacions per a tot n. El resultat principal sobre les families compatibles de represen-

tacions és el segiient.

Teorema 3.5.8. Considerem una familia compatible de representacions {pe}te. Si pe €s au-

tomorfa per a algun ¢ llavors per a tot ¢' la representacid py és automorfa.

Segons aquest teorema, si Symm”pg, és automorfa per a algun ¢, llavors també ho sén
Symm”"pg ¢ per a qualsevol ¢. Fent us d’aquest teorema veiem que per a demostrar el
teorema és suficient demostrar que Symm'pg ¢ és potencial automorfa cuspidal per a
algun /.

El seglient concepte necessari és el teorema d’aixecament de la modularitat de Taylor, el

qual és la principal dificultat per demostrar [3.5.6

Donada una representacié r : Gx — GL,(Q;) podem construir la representacié 7 : Gx —

G L, (F;) projectant sobre el cos residual de Q;. Anomenem a 7 la representacid residual de r.

Definicié 3.5.9. Diem que una representacié ro : Gx — GL,(F;) és automorfa si existeix
una representacid automorfa r : G — GL,(Q;) tal que ¥ = 1o, és a dir, ro és la reduccié de

r.

Aixi doncs si r és automorfa llavors 7 també és automorfa. En canvi si 7 és automorfa no
podem afirmar que r sigui automorfa. Podem preguntar-nos doncs sota quines condicions si 7
és automorfa llavors també ho és . Aquest problema és conegut com el problema d’aixecament
de la modularitat. El problema d’aixecament de la modularitat és un problema de gran interes
avui dia, i és en els dltims anys quan s’han obtingut resultats importants. Els teoremes que
permeten, sota les hipotesis necessaries, resoldre el problema d’aixecament de la modularitat
sén coneguts com teoremes d’aixecament de la modularitat. Les hipotesis dels teoremes de

modularitat sén generalment molt amplies i involucren tant les representacions r i 7 el cos K.

Per demostrar [3.5.6| cal considerar el teorema d’aixecament de la modularitat de Taylor,
el qual podem consultar en [I]. No és possible descriure les hipotesis d’aquest teorema en la
presentacié que estem realitzant. Comentem pero que el teorema d’aixecament de la modu-
laritat de Taylor considera representacions de G amb K totalment real. Per demostrar el
teorema [3.5.6| s’utilitza el teorema d’aixecament de la modularitat de Taylor, i per tant és

necessari considerar K totalment real en 'enunciat del teorema [3.5.6l
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Veiem com podem utilitzar el teorema d’aixecament de la modularitat per demostrar
el teorema M Considerem dues representacions p,7 : Gxg — GL,(Q;). Suposem que

existeixen dues representacions p’,7’ : Gx — GL,(Qp) de manera que

e pip formen part d’'una mateixa familia compatible de representacions.

e r i’ formen part d’'una mateixa familia compatible de representacions.

o ' = o és adir, p és equivalent a r'.

Llavors si r és automorfa també ho és r’ gracies a la proposicié m Per tant 7’ també ho és,

ja que és la reduccié de /. Com que 7/ = p/, llavors p/ també és automorfa. Si podem aplicar
un teorema d’aixecament de la modularitat a p’ per obtenir que p’ és automorfa llavors per

obtenim que p és automorfa.

Per demostrar el teorema de Taylor aplicarem successivament ’esquema que acabem
de descriure. Per poder aplicar aquest esquema és necessari construir diverses families de

representacions.

En primer terme es construeix una corba elliptica E’ definida sobre una extensié de Galois
F|K amb F' totalment real. No detallarem la construccié de E’ ni de F', perd si cal comentar
que per construir la corba E’ s’utilitza la hipotesi que E tingui reduccié multiplicativa en

algun primer de K.

1

L’utilitat de la corba E’ radica en que pEr = PpEryg, 1 per tant també Symm”pg .
Symm”"pgr¢. A més, podem considerar una extensié de Galois F'|F amb F’ totalment real i
una familia compatible de representacions {r;}; de Gp» de manera que existeixen ¢ i ¢’ tals

que

o 7 = Symm"pg pr.

e 7y = Ind 0, on 6 és una representacié automorfa de Gy i M|F’ és una extensié de grau
dos amb M completament imaginari, de fet M és un cos de multiplicacié complexa.

Ind 6 denota la representacié induida a Gpr.

Posteriorment comentarem la construccié de la familia {r¢}¢. A més, per poder demostrar
els resultats plantejats a continuacié és necessari imposar més condicions sobre la familia
{re}e, pero no és possible introduir-les en el context d’aquesta presentacié. Assumint que
la familia {r¢}, existeix podem demostrar que Symm”pgr, és automorfa utilitzant que 6 és

automorfa.

Com que 6 és automorfa sobre M, llavors Ind 6 és automorfa sobre F’. Per tant la seva

reduccié Ind 6 és automorfa. Si Ind 6 és automorfa llavors 7p7 és automorfa i utilitzant el
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teorema d’aixecament de la modularitat de Taylor també ho és ry». Com que ry pertany
a la mateixa familia que 7y, obtenim que ry és automorfa i per tant 77 també. Llavors
Symm" pgr ¢ és automorfa i tornant a utilitzar el teorema d’aixecament de la modularitat ve-
iem que Symm™pgr ¢ és automorfa. Llavors Symm”pgr 4 és automorfa i Symm™pgr  també.
Finalment, com que Symm' pg = Symm" pgs ¢, tenim que Symm” pg ¢ és automorfa i utilit-
zant el teorema d’aixecament de la modularitat per darrera vegada concluem que Symm”pg ¢

és automorfa sobre F”.

Veiem un esquema per aclarir com es transmet la propietat de ser representacié automor-
fa. Donades dues representacions rq i ro, escriurem r1 — 79 quan podem deduir que 79 és

automorfa a partir que r1 és automorfa. En cada implicacié escriurem

Red: si ry és automorfa ja que és la reduccio de 7.
R Eq: sir; & ro.
FCR: si 71 i ro formen part d’'una familia compatible de representacions.

TAM: si utilitzem el teorema d’aixecament de la modularitat sobre la representacié reduida

™ de 9.
Red w—557 RE TAM FCR Red __ RE
Ind 0 <, Ind 6 1 T T T = T 4
R Eq TAM FCR Red

LB Symmppr e 2 Symm pgr g < Symmn pgr p L

Red _ RE _ TAM
— Symm"pg g ——— Symm"pp, ——— Symm™pp,

En resum, com que Ind 6 és automorfa sobre F’, llavors Symm”pg ¢ també és automorfa
sobre F’. Finalment, per demostrar el teorema ens cal veure que Symm”pg ¢ és cuspidal

sobre F’, fet que podem comprovar a partir de la propia construccié de les representacions.

L dltim comentari sobre la demostracié del teorema [3.5.6] és sobre la construccié de la
familia compatible de representacions {ry},. Per a n parell, aquesta familia es construeix a

partir de les varietats algebraiques
s(XPH + . 4+ X = (n+ DtXp - X,

on [Xo:...: X,]i[s:t] sén coordenades homogenies de P, i Py, respectivament. Per ser

precisos, hauriem de considerar aquestes varietats com a esquemes sobre Z[n%rl]

No detallarem la construccié de la familia {r;}, a partir d’aquestes hipersuperficies. Es
suficient comentar que considerant valors de ¢ en cossos F' totalment reals i de Galois sobre Q,

podem obtenir sistemes compatibles de representacions de G a partir de representacions del
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grup de cohomologia central de la varietat. Observem que per construir {r,}, és necessari que
n sigui parell. Per a n senar, podem demostrar el teorema aprofitant aquestes representacions,

enunciant els resultats de forma precisa.

Finalitzem ’esquema de la demostracié de la conjectura de Sato-Tate[3.4.1amb el segiient

resum dels passos que hem seguit.

e Utilitzem la teoria de Serre per demostrar que la conjectura de Sato-Tate depen de la

convergencia de les L-series obtingudes a partir de la corba.

e Per demostrar la convergencia d’aquestes L-series veiem que equivalen a les L-series
d’altres objectes algebraics, seguint el programa de Langlands. En el nostre cas, repre-

sentacions automorfes cuspidals.
e Per demostrar la igualtat entre L-series ens calen, principalment, dos tipus de resultats:

— Teoremes d’aixecament de la modularitat. En el nostre cas el teorema d’aixecament

de la modularitat de Taylor.

— Construir families compatibles de representacions. Amb aquest objectiu es constru-
eixen families compatibles a partir dels grups d’homologia de varietats algebraiques.
Per exemple, podem pensar en les representacions pg ¢(F) associades a una corba
elliptica E. En aquest cas només cal observar que Ty(F) és el dual del primer grup
d’homologia etale d'E.
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Capitol 4

Generalitzacié de la conjectura de

Sato-Tate a generes superiors

Un cop presentada la conjectura de Sato-Tate, és interessant preguntar-se sobre la generalitza-
cié a corbes algebraiques de genere superior a 1. Per establir la generalitzacié de la conjectura
de Sato-Tate ens calen generalitzar alguns resultats previs sobre corbes elliptiques. Es interes-
sant tenir present com hem procedit en presentar la conjectura de Sato-Tate per observar

I’analogia del procés que realitzarem a continuacio i el realitzat per a corbes elliptiques.

4.1 Preliminars sobre corbes algebraiques

Generalitzem alguns dels resultats obtinguts per a corbes elliptiques. Observem que les corbes
de genere superior a 1 no tenen una estructura de grup natural. Tot i aixi, ens sera necessari
associar a la corba un anell d’endomorfismes, el qual ja hem vist que intervé a I’hora de

plantejar la conjectura de Sato-Tate.

Sigui doncs C' una corba algebraica no singular de genere g definida sobre un cos K.
Considerem la varietat jacobiana de C', que denotarem Jac(C'). Podem trobar la definicié
de varietat Jacobiana a [27] a través de la varietat de Picard, la qual definim a partir dels
divisors de C. La Jacobiana de C' és una varietat abeliana de dimensié g sobre K, i per tant
podem considerar I'anell d’endomorfismes de Jac(C'). Abusant de notacié escriurem End(C')
per referir-nos a End(Jac(C)), i utilitzarem les notacions analogues a les utilitzades en el cas

de corbes elliptiques.

Per a corbes el'liptiques el teorema classifica 'estructura dels seus anells d’endomor-
fismes. Aquest resultat es pot generalitzar per a varietats abelianes com el teorema 2.5.7 de

[20], el qual presentarem a continuacio.

95
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Definicié 4.1.1. Direm que una varietat abeliana és simple si no és isogena al producte de

varietats abelianes de dimensid inferior, no zero.

Per presentar el teorema[f.1.2]seria necessari definir la polaritzacié d’una varietat abeliana.
Pero només ens interessara aplicar el teorema a la Jacobiana d’una corba, que esta equipada
de forma natural una polaritzacid, fet que ens permet aplicar el teorema sense necessitat de
donar més detalls sobre la polaritzacié. Podem trobar les definicions i els resultats relacionats

amb aquest teorema a [17].

Teorema 4.1.2. Sigui A una varietat abeliana simple de dimensid g definida sobre un cos
algebraicament tancat k i L una polaritzacio en A. Sigui F' = End(A) @ Q lalgebra de divisio
associada als endomorfismes de A i K el centre de F. Sigui’ la involucié de Rosati en F
associada a la polaritzacié L i Ko = {f € K|f = f'}. Sigui

eo = [Ko : Q] e=[K:Q], d?> = [F: K].
Aleshores només es poden donar les segiients quatre possibilitats:

Tipus I(eg): F = K = Ky és un cos totalment real i la involucid és la identitat sobre F,

"=1Idp. A més es compleix eglg.

Tipus Il(ep): K = Ky és un cos totalment real. F és una algebra de quaternions sobre K

tal que per tota immersio Vo : K — R, es té
F Qg R(a) = MQ(R)

on Ry és la K-algebra definida via o i el producte tensorial es refereiz al producte de

K-algebres. A més es compleiz 2eq|g.

Tipus III(ey): K = Kqy és un cos totalment real. F és una algebra de quaternions sobre K

tal que per tota immersio Vo : K — R, es té
F QK R(U) ~H

on H és la R-algebra dels quaternions de Hamilton. A més es compleiz 2ep|g si car(k) =

0 ieglg sicar(k) > 0.

Tipus IV (eg, d): Kqy és un cos totalment real i K és un extensio quadratica de Koy totalment
imaginaria. F és una algebra de divisié sobre K. A més es compleir eqd?|g si car(k) = 0

i eod|g sicar(k) > 0.

Si considerem una varietat abeliana definida sobre un cos k no algebraicament tancat

llavors I'inic que podem afirmar és que Endy(A) és una subalgebra de End%(A) i que Endy(A)
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és un ordre de End}(A). Tot i aixi, si la varietat A esta definida sobre un cos de nombres
K llavors existeix una extensi6 finita L|K de manera que Endp(A) = Endi(A). Podem
considerar doncs que tots els endomorfismes d’A estan definits sobre una extensié finita de
K.

Observem que si A és una corba elliptica sobre un cos de nombres llavors el teorema
4.1.2| implica el teorema ja que els tnics casos possibles sén I(1) i IV(1,1). Es directe

comprovar que el cas I(1) és el cas sense CM i que IV(1,1) és el cas amb CM.

Un cop presentada la classificacié de 1’anell d’endomorfismes construirem el modul de
Tate de forma analoga al cas de corbes elliptiques. A partir de I'operacié de grup en Jac(C),
definim endomorfisme [m] per a tot m € Z. Donat un primer ¢ diferent de car(K), definim el
modul Tate f-adic de Jac(C) com el limit projectiu dels grups ker[¢*] respecte les aplicacions
[0] : ker[(*+1] — ker[¢¥], és a dir,

Ty(Jac(C)) = lim ker[¢¥].

—
k

Tot cometent un abis de notacié escriurem 7Ty(C) per referir-nos al modul de Tate de
la Jacobiana de C. Ty(C) té estructura de Zg,-modul lliure de rang igual a dues vegades la
dimensié de la Jacobiana. A més, podem construir una accié de G sobre Ty(C) tot fent

actuar G sobre els elements de ker[¢*]. Aixi doncs obtenim una representacié

pce s Gr — Aut(Ty(C)).

Com ja hem fet per a corbes elliptiques, si escollim una base de Ty(C') podem considerar
pc,e com a morfisme entre Gg i GLag(Zy). A més, la inclusié Z, C Q, ens permet interpretar
pc, com una representacié 2g-dimensional de Gk sobre Q. Per descriure com actua pc s,

presentem la L-serie associada a C'.

Definicio 4.1.3. Sigui F' un cos finit de q elements. Sigui C' una corba definida sobre F.

Definim la funcid zeta de C com

Z(T> C) = €Xp (Z #C(Fn)j;:> )

n=1

on F,/F és l'extensio de F' de grau n.

Per a corbes elliptiques utilitzavem el teorema de Hasse per deduir els resultats
necessaris per plantejar la conjectura de Sato-Tate [3.4.1] Per a corbes de génere arbitrari
I’analeg al teorema de Hasse son les conjectures de Weil, que van ser demostrades en la seva

totalitat per Pierre Deligne.

Teorema 4.1.4 (Deligne, Conjectures de Weil). Sigui C' una corba algebraica no singular de
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geénere g definida sobre un cos finit F' de q elements. Denotem per Z(T,C') la funcid zeta de

C. Llavors es compleix:

Racionalitat. Z(T,C) és una funcio racional en T, és a dir, és un quocient de polinomis a

coeficients racionals.

Equacié funcional. Sigui E la caracteristica d’Euler de C, és a dir, E = 2 — 2g. Llavors

es compleir ’equacid funcional

1

—.0) = “*tPZ(T, C).
q

Z(

Hipotesi de Riemann. Podem escriure

L(T)
(1=T)(1—qT)

Z(T,C) =

on L(T) és un polinomi de grau 2g amb coeficients enters. A més es compleix que
L(T) = [1(1 — &sT) amb a; € C i || = /.

Tot i que la versié6 que hem donat de les conjectures de Weil és només per a corbes, la
racionalitat i I’equaci6 funcional de les conjectures de Weil van ser establertes I'any 1949 per
André Weil per a varietats algebraiques. L’any 1974 Pierre Deligne va demostrar la hipotesi
de Riemann per a varietats, concloent d’aquesta manera la demostracié de les conjectures
de Weil. Les conjectures de Weil per a corbes elliptiques es dedueixen a partir del teorema
de Hasse que ja va ser demostrat durant els anys 30. Podem consultar a [§] per la
definici6 i demostracié de les conjectures de Weil sobre varietats. La demostracié es centra
essencialment en resultats sobre la dualitat de Poincaré i el teorema del punt fix de Lefschetz

€n esquemes.

Suposem ara que K és un cos de nombres. Donat un primer p de K definim la corba
reduida C}, de manera analoga al procés realitzat per a corbes elliptiques. En cas que p sigui
un primer de bona reduccis definim Ly(7) com el polinomi L(7T") de grau 2¢g definit en aplicar

les conjectures de Weil a Cyp, és a dir,

Ly(T)

2.6 = Ty (1 - )Ty

En cas que p sigui un primer de mala reduccid, es defineix es defineix Z (7', Cp) de forma
analoga a com ho hem fet per a corbes elliptiques. No entrem en detalls, perque es tracta
d’un conjunt finit de primers: si hom ho prefereix, pot definir la L-serie de C' tal i com ho
fem a continuacid, pero restringint el producte al conjunt dels primers de bona reduccio, ja

que les propietats que satisfa i utilitzarem sén exactament les mateixes.

Tal i com obteniem per a corbes elliptiques, els polinomis Ly(T") defineixen els factors
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locals de la L-serie de la corba C. A més obtenim que T29L,(T~!) és el polinomi caracterfstic
de pc(Froby), on Frob, és una classe de conjugacié de I'automorfisme de Frobenius de p en
K.

Definicio 4.1.5. La L-série associada a C és

L(s,C) = [ [ Lp((p) ") "
p

4.2 Equidistribucié de Frobenii en corbes de genere superior

A partir de les definicions anteriors generalitzarem la conjectura de Sato-Tate, tot reformulant
algunes de les hipotesis. Sigui C' una corba algebraica no singular de genere g definida sobre
un cos de nombres K. Sigui p un primer de K on C té bona reduccié. Considerem el factor
local de la L-serie de C. En venir definit a partir de les conjectures de Weil tenim que

Ly(T) té grau 2g i el conjunt de les seves arrels és de la forma

{£ek /\/N(p)| Opr € [0,7], 1<k < g}

Considerem el polinomi Ly(T) = Lp(T/+/M(p)), el qual té totes les seves arrels unitaries.
Segons les definicions anteriors el conjunt de les arrels de Ly(T') és {£e'%*|1 < k < g} amb
Opr € [0,7]. Per tal que 'ordre que hem donat a les arrels no intervingui en les definicions
posteriors considerarem el conjunt {0, ;|1 < k < g} en [0, 7]9/S,, el quocient de [0, ]9 respecte

les permutacions de les coordenades.

Fent variar p respecte els primers de K on C' té bona reduccid, obtenim una successié
{(Op1,...,0p4)} en [0,7]9/S,. Podem doncs preguntar-nos si aquesta successié esta equidis-
tribuida respecte alguna mesura pc de [0,7]9/S,. Per simplificar la notacié considerarem pc
com una mesura de [0,7]9, invariant per S;. Observem que si g = 1, el plantejament és el

mateix que el realitzat per a la conjectura de Sato-Tate [3.4.1

L’objectiu és utilitzar la teoria de Serre per calcular pc. Segons la notacid de la teoria de
Serre definim Y com el conjunt de primers de K on C' té bona reduccié. Per v € ¥ definim
Nwv com la norma de v. Definim el grup G com USp(2g), el grup de les matrius 2g x 2g a
coeficients complexes simplectiques i unitaries. Observem que USp(2) = SU(2) ja que una

matriu 2 x 2 és simplectica si i només si és especial (és a dir, de determinant 1).

Veiem com definir x,,.

Definicié 4.2.1. Un polinomi amb coeficients reals de grau 2g és simplectic unitari si el

conjunt de les seves arrels és de la forma {£e'1, ... +e}, amb 6}, € [0, ).

Com que tot polinomi queda determinat per les seves arrels obtenim una bijeccié entre els
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Wm . 4e ) modul permutacié

polinomis simpleéctics unitaris i els conjunts de la forma {+e
de les arrels. A més podem veure que els polinomis caracteristics dels elements de USp(2g)
sén simplectics unitaris i que de fet tenim una bijeccié entre els polinomis simpléctics unitaris

i les classes de conjugacié de USp(2g).

Definim doncs z,, com la classe de conjugacié de USp(2g) definida pel polinomi simplectic
unitari L, (T), amb arrels {(£e1, ..., +e%9)}. Donat que T?9L,(T~1) és el polinomi carac-
teristic de pc ¢(F'rob,) obtenim que podem definir z,, a partir del conjunt d’arrels del polinomi
det(T — pce(Frob,)/Nv). Aplicant la teoria de Serre a les definicions anteriors obtenim la

seglient generalitzacié de la conjectura de Sato-Tate.

Suposem que la successié (z,)yex esta equidistribuida respecte una mesura p de USp(2g).
Definim la segiient aplicacié h entre USp(2¢) i [0,7]|9/S,: donat un element x de USp(2g) defi-
nim la imatge de x per h a partir de les arrels del seu polinomi caracteristic, {:l:ewl, e :teieg},
com h(z) = (01,...,0,) en [0,7]9/S,. Llavors (h(z,))vex esta equidistribuit respecte la me-
sura hy(p) de [0,7]9/S,.

Per tant, segons el plantejament anterior, obtindriem puc = hy(u). Es natural preguntar-se
si podem obtenir una expressié explicita de pc, tal i com hem vist per a corbes elliptiques.
Per aquest proposit utilitzem la férmula d’integracié de Weyl. Segons aquesta teoria podem
trobar l'expressié explicita de la mesura de Haar d’alguns grups de matrius. Podem trobar
aquest resultat a [9], on a més també podem trobar una altra aproximacié a la conjectura de
Sato-Tate a través del model de matrius aleatories. No descriurem aquest plantejament per

simplificar el desenvolupament que realitzarem posteriorment.

Per exemple, si fig75p(24) és la mesura de Haar de U Sp(2g), llavors 'expressié de la mesura
b (IUUSp(Qg)) de [0771.]57 és

2

1 2
H(2 cosT; — 2cos xj) H (ﬂ sin? xid@) .

al
g i<j i
Observem com per a g = 1 obtenim la distribucié de Sato-Tate.

Aixi doncs podem generalitzar la conjectura de Sato-Tate de la segiient manera. Per
a fer-ho primer ens cal explicar com es tradueix el concepte de corba elliptica sense CM a
genere superior, en el context que ens trobem. Hom podria pensar que una possible formulaci6
consisteix a demanar que End(C) = Z, pero resulta ser que, en general, aquesta no és la més

adequada, tot i que s’hi apropa.
Per explicar quina és la condicié addient, considerem les representacions

poe s G — GLoy(Zy).
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Segons la topologia de Krull en Gk, el conjunt d’automorfismes de Frobenius dels primers
de K és dens en Gi. Donat que la imatge dels automorfismes de Frobenius té com a polinomi
caracterfstic un polinomi simplectic, obtenim que pc(Gk) € GSp(2g,Zy), €l grup de matrius

simplectiques.

Definicié 4.2.2. Direm que C té imatge de Galois gran si pce(Gk) €s dens, respecte la
topologia de Zariski, en GSp(2g,Zy).

Observem que la definicié anterior depén de £. Pero a través dels resultats de Serre [24]
sobre sistemes compatibles de representacions l-adiques, obtenim que la definicié anterior és
independent de ¢, és a dir, si pc¢(Gk) és dens en GSp(2g,Z¢) llavors pc o (Gr) és dens en
GSp(2g,7Z)) per a qualsevol ¢'.

Utilitzarem que C tingui imatge de Galois per plantejar la conjectura de Sato-Tate ge-
neralitzada. Aixi doncs és interessant poder determinar quan una corba té o no imatge de
Galois gran. Aquest problema representa encara avui dia un problema obert. Es coneixen
pero alguns resultats que ens permet afirmar que una corba té imatge de Galois gran i que
també ens relacionen aquesta propietat amb End(C') = Z, que haviem considerat inicialment.

Tenim que qualsevol de les propietats seglients implica que C' té imatge de Galois gran:

e C té genere senar, 2 0 6 1 End(C) = Z (veure [25]).

e C és una corba hiperelliptica y?> = f(x) amb f(x) de grau n > 5 i grup de Galois S,, o
A, (veure [30]).

e (' té bona reduccié fora d’un conjunt de primers S i la imatge de la reduccié modul ¢
de prs és GSp(29,Z/lZ) per a algun primer £ > ¢(g,.S). Aqui, c(g, S) és una constant
que només depen de g i S (veure [3],[24]).

Conjectura 4.2.3. Sigui C una corba algebraica C' de génere g sobre un cos de nombres
K, amb imatge de Galois gran. Llavors la successio (041, .., 00 9)ves esta equidistribuida en

[0, ]9 respecte la mesura

2

1 2
H(Z coST; — 2cos xj) H <7r sin2 xid:@) .

al
g i<j i

Veiem com podem relacionar de manera natural que una corba tingui imatge de Galois

gran amb la conjectura de Sato-Tate. Considerem la segiient cadena d’inclusions
GSp(2g,Z¢) — GSp(29,Qe) — GSp(29,Q) — GSp(2g,C).

En I'dltim morfisme utilitzem que Q, i C sén isomorfs, i fixem un isomorfisme entre aquests

dos cossos.
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Denotem Gy = pcy(Gr). Com que Gy C GSp(2g,Zy), podem prendre la clausura de
Zariski de Gy a través de la cadena d’inclusions anterior, obtenint el subgrup G, C GSp(2g, C).

Intersectem Gy amb el grup de matrius unitaries, tot obtenint un grup reductiu R sobre C.

Tot grup reductiu sobre C té un subgrup compacte maximal, és a dir un grup maximal
en el conjunt de subgrups compactes. Elegim doncs un subgrup compacte maximal H de R.
Segons aquestes notacions si Gy és dens, respecte la mesura de Zariski, en GSp(2g, Z;) llavors

H = USp(2g). En general, pero, obtenim que H és un subgrup compacte de USp(2g).

Els subgrups compactes maximals dels grups reductius no estan definits de manera tnica.
Podem comprovar perd que tots els subgrups compactes maximals sén conjugats. Aixi doncs

té sentit la seglient definicio.

Definicié 4.2.4. Sigui C/K una corba algebraica de géenere g > 1 sobre un cos de nombres K .
Definim, llevat de conjugacio, Ho com el subgrup compacte maximal H C USp(2g) introduit

anteriorment.

Podem veure que donada la classe de conjugacié F'rob, de G existeix una tnica classe de
conjugacié en He amb polinomi caracteristic Ly(T). Per tant podem definir z, com la classe
de conjugacié en H¢ definida per L,(T). Mantenint la resta de definicions, té sentit aplicar

la teoria de Serre amb G = Hc.

Suposem doncs que podem demostrar que la successié {z,}yex esta equidistribuida res-
pecte la mesura de Haar pup, de Ho € USp(2g). Sigui h 'aplicacié definida anteriorment
entre USp(2g) i [0,7]9/S,. Podem considerar de manera natural ;1. com una mesura de
USp(2g). Llavors (h(zy))ves esta equidistribuida respecte la mesura hy(pm,) de [0,7]9/S,.
Observem que el polinomi caracteristic de dos matrius conjugades és identic i per tant la

mesura hy(pp,) no depen de Peleccié del subgrup compacte maximal He.

El plantejament anterior permet plantejar la segiient generalitzacié de la conjectura de
Sato-Tate.

Conjectura 4.2.5 (Sato-Tate generalitzada). Sigui C' una corba algebraica C' de génere g
sobre un cos de nombres K. Llavors existeir un subgrup compacte infinit H C USp(2g) tal

que la successid (01, . .., 0y g)ves esta equidistribuida en [0, 7|9 /S, respecte la mesura hy ().

Un subgrup H C USp(2g) que compleixi les propietats de la conjectura I’anomenarem

grup de distribucio de C.

Observem que podriem ampliar la conjectura anterior dient que, per tota corba C, es
pot prendre H = H¢ és interessant perd quedar-se amb el plantejament anterior, tractant

independentment el problema de demostrar si H = Hc.

La conjectura [4.2.5] segueix oberta. Actualment es planteja la demostracié de la conjectura
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a partir de ’esquema desenvolupat per resoldre la conjectura de Sato-Tate. Recordem

que aquest esquema consisteix en els segiients punts:

e Utilitzar la teoria de Serre per demostrar que la conjectura de Sato-Tate depen de la

convergencia de les L-series obtingudes a partir de la corba.

e Seguint el programa de Langlands, demostrar la convergencia d’aquestes L-series, tot

veient que equivalen a L-series de representacions automorfes.
e Per demostrar la igualtat entre L-series calen, principalment, dos tipus de resultats:

— Teoremes d’aixecament de la modularitat.

— Construir families compatibles de representacions.

Actualment encara no es té gaire coneixement sobre la conjectura de Sato-Tate genera-
litzada En aquest sentit no només ens referim a la demostracié de la conjectura en
certs casos sind a altres qiiestions com la descripcié dels grups de distribucié de les corbes o
Iexpressié explicita de la distribucié de la corba. Recordem a més que la conjectura de Sato-
Tate només esta demostrada per a corbes definides sobre cossos totalment reals. Per tant la
recerca actual sobre la conjectura generalitzada es centra principalment en corbes sobre cossos
totalment reals, i en la majoria dels casos considerant corbes sobre Q. A més els principals

resultats teorics sén per a corbes amb imatge de Galois gran.

Aixi doncs no presentarem cap altre resultat teoric sobre la conjectura generalitzada
Presentarem pero alguns resultats numerics que reforcen aquesta conjectura. Ens centrarem
en exposar els resultats obtinguts en l'article [10] recentment publicat per Kiran S. Kedlaya i
Andrew V. Sutherland del Massachusetts Institute of Technology. En aquest article s’estudia
la conjectura de Sato-Tate generalitzada [£.2.5] per a corbes sobre Q de génere 2, obtenint una

classificacié dels grups de distribucié.
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Capitol 5

Corbes de genere 2

Seguirem el desenvolupament realitzat en [10] presentant els conceptes i resultats principals
obtinguts per a corbes de génere 2 definides sobre Q. Abans pero de considerar corbes de
genere 2 és interessant tornar a considerar corbes elliptiques. Recordem que els resultats
obtinguts per a corbes elliptiques es dedueixen de dos plantejaments diferents, depenent de
si la corba té o no CM. Com a exemple per a corbes de genere superior reinterpretarem els

resultats sobre corbes elliptiques en base de la conjectura [4.2.5

5.1 Reinterpretacié de la conjectura de Sato-Tate per a corbes

el-liptiques

Considerem una corba elliptica F/Q. Segons la conjectura m FE té com a grup de dis-
tribucié SU(2) si, i només si E té imatge de Galois gran. Com ja hem vist, per a g = 1 la
condicié End(FE) = Z implica que E té imatge de Galois gran i per tant obtindriem que la

distribuci6 pg és la distribucié de Sato-Tate si, i només si, F no té CM.

Observem que no hem fet referencia al fet que la corba F tingui reduccié multiplicativa
en algun primer, i per tant la conjectura [4.2.5] és més forta que els resultats demostrats

actualment per Taylor et al.

Suposem doncs que E no té imatge de Galois gran, i per tant £ té CM. Com ja hem
vist anteriorment, segons el teorema es compleix pup = 1/2punif +1/207 /2. Veiem com
podem interpretar aquesta distribucié a partir de la mesura de Haar d’un subgrup compacte
H de SU(2). Considerem el grup ortogonal SO(2) C SU(2). Observem que la mesura de
Haar pgo(2) de SO(2) és la mesura uniforme ja que SO(2) és isomorf a S1. El normalitzador
N(SO(2)) de SO(2) té index 2 sobre SO(2).

65
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Considerem l'aplicacié h entre SU(2) i [0, 7] definida anteriorment i calculem h.(pn(s0(2)))-
Com que N(SO(2)) té dues components connexes, SO(2) i N(SO(2))\ SO(2), es compleix la
igualtat

ha(pn(so@)) = hx(in(so@)lso@) + (kN (soe))nso@nso@)

on hy(n(so@)lso@) 1 h«(tnso@)Nso@))soe)) tenen mesura total 1/2. Per una banda
és clar que py(so2))lso@) = 1/21s0(2) 1 per tant hy(un(soe)))lsoe)) = 1/2unif-

Per altra banda, tots els elements de N(SO(2)) \ SO(2) pertanyen a la mateixa classe de
conjugacio, ja que tots tenen polinomi caracteristic 72 + 1. Per tant h(N(SO(2))\ SO(2)) =

7/21 hi(un(so@2)IN(so@N\s0(2)) = 1/207 /2. Aixidones hu(un(so(2))) = 1/2ptunif+1/207 /2 =
g, €l que permet assumir que F esta distribuida respecte N(SO(2)).

El resultat anterior I’hem deduit tinicament acceptant buscant un grup H que s’ajusti
a la conjectura. També hi ha resultats teorics que ens permeten donar més consistencia a la
deduccié anterior. Per £ prou gran es compleix que la imatge de Gg per la representacié
reduida de pg; és el normalitzador d’un subgrup de Cartan propi. Si aquesta propietat es
transmet de la representacié reduida a la representacié pg; llavors pg ;(Gg) és el normalitzador
d’un subgrup de Cartan propi i com que el grup Hg, el construim com una clausura de pg ;(Gg),
té sentit assumir que Hg és el normalitzador d’un subgrup de Cartan propi de SU(2). Els
unics subgrups compactes infinits de SU(2) s6n, llevat de conjugacid, SO(2), el normalitzador
de SO(2) i SU(2). Aixi doncs segons les hipotesis anteriors només es pot donar que Hg sigui

conjugat al normalitzador de SO(2).

Observem a més que segons els resultats anteriors SO(2) no és el grup de distribucié de
cap corba elliptica sobre Q. Per tant, a I’hora de descriure els possibles grups de distribuci6
de corbes de génere superior no és suficient en coneixer tots els subgrups compactes infinits

de USp(2g), sin6 que cal estudiar quins d’ells sén un grup de distribucié d’alguna corba.

5.2 Resultats numerics

Fls resultats per a g = 1 ens serveix com a model per estudiar les corbes de génere 2. Presentem
Pestudi realitzat en [10], el qual consisteix en dos parts principals. En primer terme es calculen
les possibles distribucions de les corbes de genere 2 i posteriorment es construeixen subgrups

de USp(4) que siguin grups de distribucié.

Presentem les bases per realitzar ’estudi numeric posterior. Sigui C' una corba no singular
C de genere g sobre Q. El més natural per calcular la mesura uc és calcular les arrels de ZP(T)
tot fent variar p per obtenir una aproximaci6 de h.(puc). Pero segons aquest plantejament no
esta clar com es pot diferenciar diverses distribucions, o comprovar que dues successions estan

distribuides respecte la mateixa mesura. Un metode molt més efectiu consisteix a considerar
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les distribucions dels coeficients del polinomi. O més generalment, de polinomis simetrics en
les arrels de L,(T).

Definicio 5.2.1. La successid de moments d’una variable aleatoria X és defineix per
M[X] = (E[X°], E[X], B[X?], E[X7],...),
on E denota ’esperanca de la variable.

Donat un polinomi simeétric s, volem calcular la successié de moments de la variable

aleatoria X definida en avaluar s en els valors propis d’una matriu aleatoria.

Usant la condicié de Carleman ([15] p.126) obtenim que la successié M[X] determina de
manera Unica la distribucié de X. Aixi doncs obtenim el segiient resultat, segons el qual es

pot realitzar el calcul numeric.

Proposicié 5.2.2. Suposem certa la conjectura [{.2.5 Sigui C' una corba no singular de
génere g sobre Q, H un grup de distribucid de C i s(x1,...,224) un polinomi simeétric real.
Considerem el valor s, obtingut en avaluar s en les arrels de Ly(T) i la successid {sp},
definida a partir dels valors anteriors. Sigui X la variable aleatoria que s’obté en avaluar s
en les arrels d’una matriu aleatoria d’H. Llavors els moments de X existeizen i determinen
la distribucié de X. A més, el limit de la mitjana dels valors s pels p < N on C té bona

reduccid convergeiz a E[X"] quan N — oco.

Es consideren els polinomis simetrics elementals ay, i els polinomis simetrics de Newton s

amb 2¢g variables. Recordem que el polinomi simetric k-éssim es defineix per

29
sp(xr,...,229) = Z$f
i=1

Observem que el polinomi simetric elemental k-éssim avaluat en les arrels d’un polinomi
coincideix, llevat de signe, amb el coeficient k-eéssim del polinomi. Aixi doncs sembla més
natural calcular la successié de moments de ai. Tot i aixi, la seglient proposicié explica

I'importancia de considerar sy.

Proposicié 5.2.3. Per a tot k > 2g les successions de moments de s, son iguals.

En haver de realitzar un estudi numeric, la proposicié anterior és de gran importancia

perque limita el volum de calculs.

Aixi doncs és suficient calcular les distribucions si per a k < 2g + 1. També es pot
comprovar que si k és senar llavors M[sx|(n), el moments n-éssim de s, és sempre zero per
a n senar. A més, els calculs de la successié de moments es limiten als primers 8 termes de

M[X], ja que s6n suficients per distingir entre distribucions.
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A T’hora de realitzar els calculs també es important la segiient proposicié, segons la qual

es pot calcular amb suficient confianga el limit definit en [5.2.2

Proposicié 5.2.4. Sigui V un espai vectorial finit sobre C. Sigui X la variable aleatoria
definida en avaluar un polinomi simetric amb coeficients enters en les arrels d’una matriu
aleatoria d’un subgrup compacte de GL(V') distribuit respecte la mesura de Haar. Llavors

E[X™] € Z per a tots els enters positius n.

Utilitzant [5.2.2] [5.2.3]1[5.2.4] es pot estudiar numericament la distribucié de s; de manera

eficient. A més, podem calcular la distribuci6é dels a; a partir dels calculs realitzats per als

Sk-

A part de les diverses successions de moments també és rellevant el calcul del valor definit

a continuacio.

Definicié 5.2.5. Definim z(C) com la probabilitat que els polinomis L,(T) tinguin traga zero.

Podem aproximar el calcul de z(C') com

lim z(C,N)

N—oo

on z(C, N) és la proporcié de primers p < N tals que L,(T) té traga zero.

5.2.1 Calcul de la distribucio de corbes

Presentem els resultats numerics per a corbesde genere 2 obtinguts a [10]. Per calcular la
mesura associada a C s’utilitzen els polinomis L,(T). Els algoritmes per realitzar el calcul
d’aquests polinomis es pot consultar a [I1]. En primer terme es realitza un estudi per a
corbes elliptiques, confirmant els resultats teorics ja presentats. A més també es comprova
la conjectura per a corbes sense CM amb reduccié purament additiva, és a dir sense reduccio
multiplicativa, reafirmant la conjectura que totes les corbes tenen com a mesura associada la

mesura de Sato-Tate.

Tot i que els resultats teorics anteriors permeten el calcul per a corbes de genere arbitrari,
només és computacionalment eficient el calcul per a corbes de génere 2. Aixi doncs conside-
rarem a partir d’ara, a no ser que s’especifiqui d’altra manera, que totes les corbes sén corbes

de genere 2 sobre Q.

Per al calcul de les distribucions de les corbes es consideren corbes de la forma
y? =2 + faa' + f3a® + o2’ + frz + fo

amb coeficients enters fy, ..., f4 distribuits uniformement a Iinterval [—2%3 4+ 1,263 — 1]. El
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# Z(C) M2 M4 M6 Mg f(X)
1 0 1 3 14 84 a°+x+1
2 0 2 10 70 588* z° —2zt+4+ad+42x—4
3 0 2 11 90 888* a5 +202* — 2623 + 2022 + 2
4 0 2 12 110 1203* 25 +4a'+32% -2 -2
5 0 4 32 320 3581*% a5+ 723 + 3222 + 45z + 50
6 1/6 2 12 100 979* 25— 523 —52? -1
7 1/4 2 12 100 1008* 2° 422t 4222 — 2
8§ 1/4 2 12 110 1257* 2° —dat —22% —42? + 2
9 1/2 1 5 35 293*% 25— 22% 4 1123 + 422 + 42
0 1/2 1 6 55 601* 2°—2z*—32%+ 222+ 8z
1 1/2 2 16 160 1789% 2%+ a3+ 2
12 1/2 2 18 220 3005* x° —3z* + 1923 + 4% + 562 — 12
13 1/2 4 48 640 8949* 2541
14 7/12 1 6 50 489* % —4x* —32% —72® - 20 -3
15 7/12 2 18 200 2446* 2542
16 5/8 1 6 50 502% 2%+ 3422
17 5/8 2 18 200 2515*% 2°—102* + 5022 — 25z
18 3/4 1 8 80 894* z°—-21%-1
19 3/4 1 9 100 1222% 2°-1
20 3/4 1 9 110 1501* 1126+ 1123 —4
21 3/4 2 24 320 4474% 25 +2
22 13/16 1 9 100 1254* 25+ 3z
23 7/8 1 12 160 2237% a5+ 2z

Taula 5.1: Aquesta taula és la taula 11 de [10]. Els calculs s6n pels primer menors a N = 226
on la corba té bona reduccié. La columna z(C') és la densitat de traces nulles. El valor M; és
el moment i-essim de a;. L’asterisc indica que les aproximacions obtingudes poden no ser els
valors correctes. La tltima columna és un exemple de corba de génere 2 de la forma y? = f(x)
amb la distribucié corresponent.

resultat d’aquest estudi es que totes les corbes estudiades tenen com a distribucié la mesura
de Haar de USp(4), és a dir, tenen imatge de Galois gran. Aquest resultat comprova que

triada una corba aleatoriament el més probable es que tingui imatge de Galois gran.

Per obtenir altres distribucions es redueix l'interval on es prenen els coeficients. Es calcula
la distribucié de totes les corbes de la forma y? = f(z) amb f(x) monic de grau 5 amb
coeficients enters en l'interval [—64,64], 1 f(x) de grau 6 amb els coeficients enters en l'interval
[—16, 16).

A partir dels calculs realitzats s’obtenen 22 distribucions diferents a la distribucié de corbes
amb imatge de Galois gran. Per ampliar aquests resultats també es realitza el calcul per a
corbes ja considerades en diverses publicacions obtenint que la distribucié de totes elles és
una de les 23 ja calculades. Els resultats queden resumits a la taula on es descriuen els

resultats obtinguts a [10].
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5.2.2 Calcul de la distribucié de grups

Un cop calculades les distribucions que es troben experimentalment per a diverses corbes de
genere 2, estudiem les successions de moments de la mesura de Haar d’alguns subgrups H de
USp(4). L'objectiu és trobar per a cada distribuci6 de la taula un grup compacte infinit
amb la mateixa successié de moments, definida per la mesura de Haar, i la mateixa proporcié

d’elements amb traca nulla, definida com

Definicié 5.2.6. Sigui H un subgrup compacte de USp(4). Definim z(H) com la probabilitat

que la classe de conjugacio d’un element de H tingui traca nulla.

Per tal de contrastar les distribucions que hem obtingut a partir de corbes i les que
obtindrem a partir de subgrups de USp(4), cal calcular de la manera més precisa possible la

successié de moments dels subgrups que definirem posteriorment.

Si considerem el grup USp(4) llavors podem calcular, utilitzant diversos resultats técnics,

la successié de moments definida per s;. Obtenim que la successié de moments de s és
1,0,1,0,3,0,14,0,84,0,594,0,4719, ...

Aquesta successié és la successio A138349 de la OEIS, la On-Line Encyclopedia of Integer

Sequences.

Veiem com construim alguns subgrups compactes de USp(4). Recordem que per a corbes
elliptiques E la distribucié esta determinada per Uestructura d’End(FE). Es natural doncs
esperar que la distribucié d’una corba C' de genere 2 també depengui d’End(C), en major o
menor grau. Si es considera una corba C' amb Jacobiana isogenia al producte de dues corbes
elliptiques F; i E5 és natural esperar que la distribucié de C' depengui de les distribucions de
E1i Es.

Si By i Ey sén corbes elliptiques sobre @, no isogénes (ni tan sols sobre Q), podem
interpretar que les distribucions de E7 i E5 no estan correlacionades. Llavors té sentit pensar
que la distribucié de C és el producte de distribucions. Tenint present el concepte anterior
construim els segiients grups a partir dels grups de distribucié de corbes elliptiques. Denotem
G1 =USp(2) i G2 = N(S0(2)), els quals sén els possibles grups de distribucié d’una corba
el'liptica sobre Q.

Definicié 5.2.7. Definim els subgrups G1 X Gy, G1 X G2, Go X G1 i Go x Gy com

A0

Observem que G x (G1 és conjugat a (G1 X G 1 per tant defineixen la mateixa distribucio.

A€ G, BGGJ'}.
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Podem calcular la successié de moments d’aquests grups utilitzant les successions de moments

de G1 i G2, que podem calcular directament. La successié M[a1] de Gy és
1,0,1,0,2,0,5,0,14,0,42,...
on el terme (2n)-essim és el n-¢ssim nombre de Catalan (A000108).
També podem veure que Mai] de Gy és
1,0,1,0,3,0,10,0,35,0,126, . ..
on el terme (2n)-essim és (27;1) /2. (A001700)

Podem calcular la successié6 M[ai] de G; x G; com la convolucié de les successions de
moments Mai] de G; i Gj.

Definicié 5.2.8. El terme k-éssim de la convolucid de dues successions {an tnen @ {bm tmeN

> (F)outc e

t=1

-

es

En la segiient taula es calculen els primers moments parells de a1 dels grups G; x G;. Els

moments senars sén sempre 0.

G;xGj My My Ms Mg Mo
G x Gy 2 10 70 588 5544
G1 x G 2 11 90 889 9723
Ga x G 2 12 110 1260 16002

Es senzill calcular el nombre de component connexes i Z (G; x Gj) a partir de G; i G;.

Per construir altres subgrups compactes de U Sp(4) considerem una corba C amb jacobiana
igual al producte de dues corbes isogenies F1 i Fy. Per exemple podem considerar Fo isomorfa
a E1 .

Definicié 5.2.9. Segons la notacid anterior definim

m%@DA%}

Isi F5 é un twist de Ey, podem consultar [26] per la definicié de twist d’una corba elliptica,

considerem els segiients grups.
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w={(; S)es}

Aquesta tltima construccid es pot generalitzar per obtenir altres subgrups. Sigui G = G

Definicio 5.2.10.

(respectivament (G2) un subgrup compacte de USp(2). Sigui G* el subgrup de U(2), el grup
de matrius unitaries, obtingut en estendre G per escalars i prenent el subgrup format pels
elements que tenen com a determinant una arrel k-essima de la unitat, on &k és un enter positiu
fixat. De fet només considerarem arrels de la unitat definides sobre extensions quadratiques
de Q, i per tant k € {1,2,3,4,6}.

Donat A € G* definim A com la conjugada complexa de A. Considerem la matriu

(A0
A=\ A/

M, és unitaria simplectica, és a dir, M4 € USp(4). Definim H com el grup de matrius
M4 amb A € G*. Podem veure que H, com a grup topologic, és compacte i té k (resp. 2k)
components connexes. A més la component connexa de la identitat és isomorfa a USp(2)

(resp. SO(2)).

Tot element A € G* es pot escriure com w’ Ay amb Ay € G, w una arrel primitiva 2k-essima
de la unitat i 1 < j < k. Utilitzant que tr(Ag) = tr(A4p) obtenim

tr(My) = tr(A) + tr(A) = witr(Ag) + wtr(Ag) = (W +w)tr(Ay).
Per tant podem calcular la successié de moments de M4 utilitzant

k
Eltr(Ma)"] = Z w! 4+ W)™ | Eltr(Ao)"]
=1

S
<.

on E[tr(Ma)"] és l'esperanca sobre H i Eftr(Ap)"] sobre G.

El terme E[tr(Ap)"] és el terme n-essim de la successié de moment MJai] de G que ja hem
calculat anteriorment. Suposant n parell podem calcular el terme entre parentesis directament

com
2", 22, (2"+42)/3,  (2"+2PThH4, (2" +2-37+2)/6,

per k = 1,2,3,4,6 respectivament. Recordem que per a n senar es té E[tr(Ag)"] = 0 i per

tant podem calcular Eftr(Ma)"] per a tot n.

Podem calcular z(H) obtenint que per a k senar z(H) és 0 (resp. 1/2) i per a k parell
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2(H) és 1/k (resp. 1/k+1/2).

Definicié 5.2.11. Segons la construccié anterior definim Hf com el grup H construit ante-

riorment considerant G = G; i k.

D’aquesta manera obtenim 10 subgrups compactes propis de USp(4) amb distribucions
diferents. Aixi doncs, considerant els productes directes i el grup total obtenim 14 distribu-
cions diferents. Recordem pero que en el calcul de les distribucions de corbes de geénere 2 es
distingeixen 23 distribucions diferents i per tant ens cal construir més grups. Per analogia al

cas de corbes elliptiques considerem

Definicié 5.2.12. Definim J(HF) com el grup generat per HF i

g 0 id '
—iId 0

HF t6 index 2 en J(HF) i tots els elements que no sén de HF tenen traca nulla. Per tant la
successié de moments de M[a1] de J(HF) és la meitat de la successié M[a;] de HF. Aquestes
construccions ens permet definir 10 subgrups compactes més. Podem comprovar pero que les
distribucions de H? i J(H}) s6n iguals, i per tant no considerarem J(H}). Aix{ doncs hem

construit fins al moment 22 distribucions diferents.

Com que HZ-1 és exactament H; i les distribucions de sz és igual a la de H, tot i que

aquests dos subgrups no sén conjugats, utilitzarem H; i H;” envers de H 11 H?, respectivament.

Finalment definim J(G; x G1) i J(G2 x G2) de forma analoga. El grup J(G2 x G2) és el
normalitzador de SO(2) x SO(2) en USp(4) i té 8 components connexes. Podem considerar
doncs un subgrup K de J(G2 X G3) d’index 2 no conjugat a (G x G2). Observem que K esta
determinat per les propietats que la component connexa de la identitat és SO(2) x SO(2) i

que el grup de components és ciclic d’ordre 4.

Resumim el calcul de la successié de moments i de z(H) pels grups definits anteriorment
en la taula 5.2l Contrastant amb els resultats de la taula [5.1] podem comprovar que les
distribucions dels grups construits sén les distribucions obtingudes per a corbes. Els tnics
dos grups que segons aquests calculs no sén grups de distribucié de cap corba sén J(HY) i

J(Ga x G2). En [10] es plantegen possibles raonaments teorics per explicar aquest fet.

Els resultats presentats permeten conjecturar que si C' és una corba amb distribucié
ndmero n de la taula [5.1] llavors C esta distribuida respecte el grup H ndmero n de la
taula Aquesta conclusié es reforga a partir del calcul de la successié MJag|, obtenint una
igualtat entre els primers valors de les successié de moments de la corba i del grup H. A més
també es realitzen els calculs restringits a cada una de les components connexes dels grups i

també s’aproxima la dimensié d de la taula a partir de la corba. En tots aquests calculs els
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# H d C(H) Z(H) M2 M4 M6 Mg M10
1 USp4) 10 1 0 1 3 14 84 594
2 GixGy 6 1 0 2 10 70 588 5544
3 G1xGe 4 2 0 2 11 90 889 9723
4 H} 3 3 0 2 12 110 1204 14364
5 H, 3 1 0 4 32 320 3584 43008
6 HY 3 6 1/6 2 12 100 980 10584
7 H} 3 4 1/4 2 12 100 1008 11424
8  Gax G 2 4 1/4 2 12 110 1260 16002
9 J(GixGy) 6 2 1/2 1 5 35 294 2772
10 J(H?) 3 6 1/2 1 6 55 602 @ 7182
11 Hy 3 2 1/2 2 16 160 1792 21504
12 H3 1 6 1/2 2 18 220 3010 43092
13 Hy 1 2 1/2 4 48 640 8960 129024
14 J(HY) 3 12 7/12 1 6 50 490 5292
15 HS 1 12 7/12 2 18 200 2450 31752
16 J(HY) 3 8§ 5/8 1 6 50 504 @ 5712
17 HE 1 8 5/8 2 18 200 2520 34272
18 J(Hy) 3 4 3/4 1 8 80 896 10752
19 K 2 4 3/4 1 9 100 1225 15876
20 J(H3) 1 12 3/4 1 9 110 1505 21546
21 Hy 1 4 3/4 2 24 320 4480 64512
22 J(H3) 1 16 13/16 1 9 100 1260 17136
23 J(Hy) 1 8§ 7/8 1 12 160 2240 32256
* J(Gyx Ga) 2 8 5/8 1 6 55 630 8001
* J(HY) 1 24 19/24 1 9 100 1225 15876

Taula 5.2: Aquesta taula és la taula 13 de [I0]. Per cada grup H s’indica la distribucié #
segons la taula la dimensié real d, el nombre de components connexes ¢(H) i la proporcié
de traces nulles z(H). El valor M; és el moment i-essim de a;. Els dos iltims grups sén els
Unics que no sén grups de distribucié de cap corba.
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resultats numerics coincideixen amb els resultats teorics esperats. Podem trobar tots aquests

calculs en [10].

Els resultats presentats permeten plantejar la segiient conjectura, refinant la conjectura

4.2.5| per a corbes de genere 2.

Conjectura 5.2.13 (Kedlaya-Sutherland). Sigui C una corba algebraica no singular sobre Q
de génere 2. Llavors la successio (O, .., 00 9)vex esta equidistribuida en [0, 79 respecte la
mesura hy(up) d’un dels 23 subgrups H llistats a la taula . Per a la majoria de corbes
aquest grup és USp(4).

A més, en [10] els autors també conjecturen que donada una corba C el grup de distribucié
H de la taula[5.2) és He.

5.3 Dependencia de ’anell d’endomorfismes

La conjectura [5.2.13| particularitza la conjectura per a corbes de genere 2 descrivint la
mesura pc associada a la corba C' com h, (), per a algun grup H de la taula Es natural
preguntar-se com podem determinar aquest grup H. Els calculs realitzats en [I0] permeten

donar una primera aproximacio a partir de I’estructura de 'anell d’endomorfismes.

L’objectiu de [0] és profunditzar en aquesta qiiestié, donar una interpretacié molt més
encertada i precisa i corregir algunes imprecisions que, en opinié de 'autor d’aquesta memoria,
es cometen a [10]. En aquesta memoria tan sols comentarem algunes d’aquestes imprecisions,

a través d’un exemple concret.

Per presentar els resultats revisem el teorema de classificacié per a corbes de genere
2. Sigui C una corba de génere 2 amb Jacobiana simple. A partir de [£.1.2] podem obtenir la
segiient classificacié d’End®(C):

Tipus I: La restricci6 ep|g implica que només es pot donar ey = 1 o 2. Aquests dos casos
sén possibles. El Tipus I(1) és el cas trivial i s’obté End(C) = Z, també direm que la
corba té ZM. En el Tipus I(2) obtenim que End’(C) és una extensié quadratica real de
Q i direm que la corba té RM.

Tipus II: La restricci 2eg|g implica que només es pot donar el Tipus II(1). Aquest cas pot

donar-se i End’(C) és una algebra de quaternions sobre Q, direm que la corba té QM.

Tipus IIT: Només és possible el Tipus III(1). Tot i aixd no pot existir cap corba de manera
que la seva Jacobiana sigui del Tipus ITI(1). Aquest resultat, degut a Shimura, és un

teorema no trivial, el qual no exposarem.
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Tipus IV: La restriccié egd?|g implica que només es pot donar d = 11i ey = 1 0 2. D’aquests
dos casos només es dona el Tipus IV(2,1). En aquest cas End’(C) és un cos quartic de

multiplicacié complexa i direm que la corba té CM.

Recordem que donada una extensié finita K de Q I'inic que podem dir sobre End} (C)

és que és una subalgebra de End’(C).

En [10] els autors especulen, basats en els resultats numerics obtinguts sobre una gran
varietat de corbes, les segiients relacions entre I’estructura de la Jacobiana i la distribucié de

la corba:

e Totes les distribucions, excepte la #1 i la #19, es poden donar per a corbes amb jacobia-
na no simple. Per a corbes amb jacobiana simple només poden donar-se les distribucions
#1, #2, #11 i #19 tal i com descrivim a continuacié.

e La distribucié #1 es dona només per a corbes amb ZM, és a dir, per a corbes amb

imatge de Galois gran.

e Per a corbes amb RM només es pot donar la distribucié #2. Aquesta distribucié també
es dona per a corbes tal que la jacobiana descomposi com el producte de dues corbes

elliptiques sense CM no isogenies.

e Per a corbes amb QM només es pot donar la distribucié #11. Aquesta distribucié també
es dona per a corbes amb jacobiana isogenia al producte d’una corba elliptiques sense

CM i un twist de la corba.

e La distribucié #19 es dona només per a corbes amb CM.

Aixi doncs, per a corbes amb Jacobiana simple, tenim una possible descripcié de la dis-
tribucié de la corba. Podem veure pero que totes les corbes C' amb QM considerades en [10]
compleixen

e End)(C) = En(%(C’) on L és una extensié quadratica de Q.

. End?Q (C) és una extensié quadratica de Q.

No totes les corbes QM tenen les propietats anteriors i per tal d’ampliar I'estudi realitzat

en [10] és interessant considerar la corba D definida en del teorema 2.1 de [2] per

7 83 1519 1813

2 2 4 3 2

=2+ || =2+ 142° — —2° +492 — —— | .
Y ( 2> (30 30 120 >

Segons es demostra en [2], D és una corba no singular de genere 2 amb les segiient propi-

etats:
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N Z(D) M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 Mg
210 0.804 0.089 0.917 0.709 7.264 6.066 69.299 53.936 722.786
211 0.787  0.052 0.857 0.306 6.492 1.762 62.840 3.097 682.179
2120779  0.073 0.879 0.458 7.035 3.962 72.702 40.477 851.647
2130765 0.001 0.945 -0.175 7.706 -2.730 79.503 -38.333 922.307
2140763  0.009 0.931 -0.146 7.398 -2.425 73.681 -33.492 820.732
215 0.759  0.006 0.947 -0.042 7.595 -0.790 76.167 -11.106 854.168
2160760 0.004 0.947 -0.082 7.543 -1.236 75.315 -16.240 841.787
217 0.755 -0.003 0.966 -0.102 7.658 -1.396 76.253 -18.158 852.224
218 0.753 -0.001 0.966 -0.055 7.577 -0.765 74.810 -10.095 831.420
219 0.752  -0.007 0.990 -0.090 7.850 -1.085 77.963 -13.901 869.332
220 0.752 -0.005 0.995 -0.070 7.916 -0.843 78.681 -10.417 876.966
221 0.752  -0.002 0.998 -0.042 7.963 -0.553 79.336 -7.304 885.108
222°0.751 -0.002 0.999 -0.028 7.967 -0.354 79.293  -4.455 883.291
22 0.751 -0.002 0.998 -0.020 7.976 -0.257 79.559  -3.397 887.934

Taula 5.3: Per a cada valor N es calcula una aproximacié de z(D) i el valor del moment
i-essim M; pels primers menors a [N on la corba té bona reduccié.

e End}(D) = Enc%(D) on L = Q(v/—6,v/—14).

Endg(D) = Z.

L’estructura dels endomorfismes de D i la de les corbes amb QM de [10] és doncs clarament
diferent. Estudiem la distribucié de D, que segons la classificacié proposada anteriorment ha
de ser #11. El calcul de la distribucié necessita d’algorismes especifics per tal de poder
realitzar els calculs de manera efectiva. Per aquest motiu agraim el suport d’Andrew V. Sut-
herland, membre del departament de matematiques del Massachusetts Institute of Technology,

per realitzar els calculs necessaris utilitzant els algorismes desenvolupats en [11].

Per tal de poder realitzar els calculs es considera el seglient model amb coeficients enters
de D:

y? = 99602° + 504002 — 1474202* + 352800z> — 69237022 + 617400z — 190365,

obtingut a partir de (z,y) — (z,y/60). Els resultats numerics es resumeixen en la taula

Comparant aquests resultats amb la taula podem predir que la corba D segueix la

distribucié #18. En la figura [5.1| es pot observar la diferencia entre les distribucions #11 i

#18.

Per tant les corbes amb QM no tenen totes una mateixa distribuci6 pu, fet que es passa per
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Figura 5.1: Comparacio entre les distribucions #1111 #18. A I'esquerra veiem una aproximacio
de la distribucié #11 utilitzant la corba y? = 2% + 23 + z i a la dreta una aproximacié de la

distribucié #18 utilitzant la corba D. En ambdds casos els resultats son pels primers menors
a N =22,

alt a [10]. Aix{ doncs, segons aquest resultat, no podem classificar les distribucions associades a
les corbes de genere 2 considerant inicament ’estructura de End%(C). Siné que per realitzar
aquesta classificacié cal considerar també la cadena d’algebres End%(C), on K recorre les

extensions finites K|Q. Aquest i altres aspectes es tractaran ampliament a [0].



Capitol 6

Conclusions

L’estudi anterior ens permet refinar la classificacié proposada a [10]. Com hem comentat, per
obtenir una classificacié de les distribucions de les corbes és necessari considerar la cadena de

les algebres d’endomorfismes de la corba definits en diversos cossos de nombres.

Per tal de poder extreure conclusions més solides sera necessari realitzar un estudi numeric
més ampli a partir d’altres corbes amb QM. Naturalment, estudis similars també cal realitzar-
los per a corbes amb altres tipus d’endomorfismes. Per realitzar aquest estudi numeric sera

necessari disposar d’algoritmes eficients.

Per altra banda també es pot plantejar un estudi teoric, amb I’objectiu d’explicar la relacié
entre End% (C), per a extensions finites K|Q, i el grup de distribucié H¢ associat a la corba

C.

Un primer pas d’aquest estudi es podria centrar en entendre millor els resultats obtinguts
per a corbes elliptiques. El seglient pas seria generalitzar ’estudi a corbes de genere 2,
calculant els grups de distribucié. Finalment podem pensar en la generalitzacié a corbes de

genere superior, amb 1’objectiu de caracteritzar els grups de distribucié.
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